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 �	�	�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �	��� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �����	� ��	�	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ����� �	�� 	�
 ���
  ��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��! ��	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!
"#������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

 !�����	�"#$ ���# ����E�  %

��� %&��&��' � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(
��� ��� ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �	�� ��
) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��� ���	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� *

�����	� +�	�,��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

��� -���	�	���� 	�
 ���	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(
"#������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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���  	��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� .�������� ��,����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ��,��� 	�
 �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� -�/��� 0�,� %'� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
"#������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1
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� *��# *��
 �%

��� �	���2	���	� �)2���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(
��� ��	������ 	�
 3	��	��� ��4� �,������	���) � � � � � � � � � � � � ��
��� *��	)� 	�
 "5,	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!
��� �����	� �,������� 	�
 *���	���� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� -���&	��&�� 	�
 .����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������2� 	�
 -�/������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$
��! 6�/��2���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !(
��$ 7�	22	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�
"#������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

+ ,	�"#��� -.

��� ����,�� "�&����2��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !1
��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�
��� .2������ ����,��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1!
"#������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �((

- *����� �"
���� ��	�� �% 

!�� ��&�� �	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(�
!�� *����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(�
!�� %���� ����� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(�
!��  	�� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �($
!�� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(1
"#������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(1

/ ������ '���	�� ��%

$�� 0�,� %'� *����&�	����� 	�
 ��22	�
� � � � � � � � � � � � � ��(
$�� 0�,� %'� 8	2��� ������ 	�
 8,2���� � � � � � � � � � � � � � ���
$�� 0�,� %'� "�&����2���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�� 0�,� %'� �	���� 	�
 ��	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�� 0�,� %'� %,��,� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$
$�� 0�,� %'�  ������	��) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��1
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��	�� ��%

*����
�# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��2� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$
6�+������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��(
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� ��� ���,��,�� �+ 	 ���"9 -��,2���� � � � � � � � � � � � � � � �
� 0�,� ����� ���"9 ��,��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� ��22	�
 ��5,���� +��2 ��,��� �� ���������� � � � � � � � � �
� *� .����
,����) -��,2��� ��,��� :6��,�� �� ��,�� �; � � � �
� *� .����
,����) -��,2��� 6��,�� :��,��� �� ��,�� �; � � � �
� ���������� �	�	�	��� ��,��� :6��,�� �� ��,�� !; � � � � � � !
! ���������� �	�	�	��� 6��,�� :��,��� �� ��,�� �; � � � � � � !
$ �������� ��,��� :6��,�� �� ��,�� 1; � � � � � � � � � � � � � $
1 �������� 6��,�� :��,��� �� ��,�� $; � � � � � � � � � � � � � $
�( ��2� ���� ��4�� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � � � � � � �(
�� ��2� ���� ��4�� 6��,�� :��,��� �� ��,�� �(; � � � � � � � � � �(
�� ������� ���� ��	��� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � � � ��
�� ������� ���� ��	��� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � � � � � � ��
�� -���������� ���� "�&����2��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� .��2�4� ���� "�&����2��� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � ��
�� .��2�4� ���� "�&����2��� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � � � � ��
�! "�,2��	�� ���� "�&����2��� ��,��� :6��,�� �� ��,�� �$; � � ��
�$ "�,2��	�� ���� "�&����2��� 6��,�� :��,��� �� ��,�� �!; � � ��
�1 * 2 × 3 �	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!
�( * 2 × 3 �	��� '��� <���4���	� 	�
 3�����	� ����� � � � � � � � �!
�� * �	��� '��� �	���	��) ��	���� <���4���	� 	�
 3�����	� ����� �!
�� 8����
 �	���� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � � � � � � � �$
�� 8����
 �	���� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � � � � � � � � � � �1
�� ������� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � � � � � � � � � � ��
�� ������� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � � � � � � � � � � � � � ��
�� �,������,2� ��,��� :6��,�� �� ��,�� �!; � � � � � � � � � � � ��
�! �,������,2� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � � � � � � � � � � � ��
�$ %��	����  �	����� �� 	 -���������� ���� "�&����2��� � � � � ��
�1 �	���� ��,��� :6��,�� �� ��,�� �(; � � � � � � � � � � � � � � ��
�( �	���� 6��,�� :��,��� �� ��,�� �1; � � � � � � � � � � � � � � ��
�� *

�� ����	� �� ��� ��22	�
 ��5,���� � � � � � � � � � � ��
�� * -��,2��� �� ����� ���  ������	���� -	�	�	�� � � � � � � � ��
�� ��	2�
 ��,�� �� ��,��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� ��	2�
 ��,�� '��� �	����� 	�  ����2 � � � � � � � � � � � � ��
�� ��	2�
 ��,�� '��� �	����� 	� ��� � � � � � � � � � � � � � � ��
�� *�����	��&� ��������� �)2���� ��,��� :6��,�� �� ��,�� �!; � �$
�! *�����	��&� ��������� �)2���� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � �$
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�$ 3	��	��� ��4�� ��,��� :6��,�� �� ��,�� �1; � � � � � � � � � � ��
�1 3	��	��� ��4�� 6��,�� :��,��� �� ��,�� �$; � � � � � � � � � � ��
�( �
��������	 ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � � � � � � ��
�� �
��������	 6��,�� :��,��� �� ��,�� �(; � � � � � � � � � ��
�� "#	2���� �� ��2�	�� ��#� 	�
 -����	) ��
�� � � � � � � � � ��
�� �������� "�&����2��� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � � � �1
�� �������� "�&����2��� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � � � � � � �1
�� �	���# "5,	���� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � � � � � � �(
�� �	���# "5,	���� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � � � � � � � � � �(
�! 8����
 *��	)� ��,��� :6��,�� �� ��,�� �$; � � � � � � � � � � �(
�$ 8����
 *��	)� 6��,�� :��,��� �� ��,�� �!; � � � � � � � � � � �(
�1 <���4���	�  �	��� ��,��� :6��,�� �� ��,�� �(; � � � � � � � � ��
�( <���4���	�  �	��� 6��,�� :��,��� �� ��,�� �1; � � � � � � � � ��
�� �������	�� �� ������ ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � � ��
�� �������	�� �� ������ 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � � � � � ��
�� �����	
����� �� ������ ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � ��
�� �����	
����� �� ������ 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � � � � ��
�� 	��
��� "�&����2��� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � � � !�
�� 	��
��� "�&����2��� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � � � � � � !�
�! ��22,�	��&� -�	�	2 ��,��� :6��,�� �� ��,�� �$; � � � � � !�
�$ ��22,�	��&� -�	�	2 6��,�� :��,��� �� ��,�� �!; � � � � � !�
�1 3�����	� -�	�	2 ��,��� :6��,�� �� ��,�� �(; � � � � � � � � � $(
�( 3�����	� -�	�	2 6��,�� :��,��� �� ��,�� �1; � � � � � � � � � $(
�� 3	����) �+ %�=���� �� ����,�� "�&����2��� � � � � � � � � � � � $(
�� ��,��� +�� ��,�� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�
�� ���� �	�	2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�
�� �������� ��,��� +�� ��������� 8�
�� � � � � � � � � � � � � � 1�
�� 7�	�� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��; � � � � � � � � � � � � � � � 1�
�� 7�	�� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��; � � � � � � � � � � � � � � � 1�
�! ��,��� ��
� +�� -�	'�� <�����	2 �+ ���� ������ � � � � � � 1�
�$ ��5,���� �+ �������� ��22	�
� �� -�	' <�����	2 � � � � � 1�
�1 *���)�� ������
	�������� �� .2���� 	� ��� ���� � � � � � � 1$
!( �����+)�� -�2������� �� ������
	�������� � � � � � � � � � 1$
!� ����� �	� ��,��� :6��,�� �� ��,�� !�; � � � � � � � � � � � � �(�
!� ����� �	� 6��,�� :��,��� �� ��,�� !�; � � � � � � � � � � � � �(�
!� *

�� *

������ �� *,����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(�
!� ��������� �� ��� ��&�� �	� ��,��� :6��,�� �� ��,�� !�; � � �(�
!� ��������� �� ��� ��&�� �	� 6��,�� :��,��� �� ��,�� !�; � � �(�
!� �	��� 	� *����	�� ��,��� :6��,�� �� ��,�� !!; � � � � � � � �(�
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!! �	��� 	� *����	�� 6��,�� :��,��� �� ��,�� !�; � � � � � � � �(�
!$ ��2� ����� �	���� �����/�	����� +�� ���� -��,2��� � � � � � �(!
!1 *
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$! *��	) '��� ��#�
 ��
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� .�������� ���� ��)��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1
� ������ �����	� ��	�	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� ��2� *������ +�� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� ��� �	���� "�&����2��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� ��� ����� �	���� ��22	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� ��,�� 	�
 �	��� ���	���� %������ � � � � � � � � � � � � � � � ��
! 8,2��	�� �� ����� ��,����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!
$ -�+	,�� ������� +�� ��������� ��,����� � � � � � � � � � � � � �1
1 ��2� �	���2	���	� %���	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � �(
�( ��� 8��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� ��� \�������� ��22	�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� 3	��	��� ��4� �	���2	���	� %���	���� �)2���� � � � � � � � � ��
�� ��2� �)2���� �� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� %�
�� 6��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� ��	������ �+ 	 3����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1
�� ��2� ��22�� �	���2	���	� �,������� � � � � � � � � � � � � ��
�! "#	2���� �+ �	���2	���	� �,������� � � � � � � � � � � � � � � ��
�$ 8��	���� >��� ���
�� ����� +��2 ����� �	��	� � � � � � ��
�1 ��2�  	��� -�	'�� ��22	�
� �� �������� � � � � � � � � � $$
�(  �#�� �� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $1
�� �	�	2����� +�� �����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1�
�� .�������� 8	2� �	�	2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�� �	��� �	�	2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�� ��	��� �	�	2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�� ���&������� �+ ��22�� >���� �+ ��	�,��2��� � � � � � � � � ���
�� 6�+������ �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�! ��22	�
�?"�&����2���� +�� ��#� ���� *���	�	��� � � � � � ���
�$ ��22	�
�?"�&����2���� +�� ���������� ��#� �������� � � � ���
�1 ��#� *������ 	�
 �����	� �)2���� � � � � � � � � � � � � � � � ���
�( ��22	�
� +�� ��,����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�� ��22	�
�?"�&����2���� �� %�	��4� -��,2��� � � � � � � � ���
�� ��22	�
� �� ������� -��,2��� ��)�� � � � � � � � � � � � � � ���
�� ��22	�
� �� ������� ����� �� �	�� ��
� � � � � � � � � � � ���
�� *������ �� �	�� ��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�� ��	��� ��22	�
� �� �	�� ��
� � � � � � � � � � � � � � � � ���
�� 7���� 	�
 �����	� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�! ���5,����) >��
 �	���2	���	� �)2���� � � � � � � � � � � � � ���
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�$  ��	�) %���	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�1 %���	���� 	�
 @,	���/��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�( �����	� �,������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�� 6��	���� �)2���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�� *���'� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�� -���� �������� ���	���� 	�
 ����� � � � � � � � � � � � � � � � � ��!
�� 3	��	��� ��4� �)2���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��!
�� �����	� �)2���� ��  ��� ��#� 	�
 �	�� ��
�� � � � � � � � � ��!
�� ��22	�
� 	�
 �	�	2����� �� ����,�� "�&����2��� � � � � � ��$
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��� 2	=����) �+ ���� ���� �� 	��,� ,��� ���"9�ε A�� �(B� 	 
�����
	�� �+
���"9� 
�����
 �) ������ �	2���� A1B� �	��
 �� �"9� �����	��
 �) -��	�

"� C�,�� A$B� ���� �� 	 ����������	 ����	2� ��� 	 '��
 ���������� 0�,
����� ��2� �
���� ��	� �	&�� ��	�� ��#� /���� ����� )�, �)�� ��#� +����) ,����
)�, ���
 ��2����� �����	�� �,�� 	� ��
��� +��� �� 	 ��2���# 2	���2	���	�
�#��������� ����

lim
ε→0+

∫ ai+ε

ai

√
1 + (x − µ)2 dx

Φ(ε)
.

.� '	� ��� 
����� �� �	&� ��� 5,	���)� ��' ���� �,����	����� �� 2	���D
2	���� 	�
 ���	��
 
���������� ��	� �	,��
 C�,�� :�����,���
 ��
�����
; ��
��&��� �"9 :�����,���
 ���; �� ��� �	�� �1!(E�� %����	��) �����&�� ��	� ��
��,�
 '���� 	 ����	2 �� ���� ��	� 	 )�	� ��	� ��,�
 �)����� 
��,2����� ��
	��,	��) ��
�
 ,� 
�/��� 	� ������ ��	��� �+ ����	��� �� ��2�,��� ��������
.� '	� �( )�	�� �	��� ��	� �� �,������
 ��� ��2��	� ���� A$B� �,� �� �,������

	������� 	��� ��� '	)� 	�
 �� ���2	�����) ��	��
 ��� '	) 2	���2	���	�

��,2���� 	�� ����	��
� ���"9 :�����,���
 ��
���� �� �������; �� 	 ���D
������� �+ 
���� �,��� �� ��� �+ �"9 ��	� F���������� 	 �	�	��� ���'���
+,������	���) 	�
 �	�� �+ ,��G A1� �� #���B� ���"9�ε �� ��� �,����� &�������

�&�����
 �) 	 ��	2 �+ &��,������H I��	���� ��  �		2�� -	&�
 �� �	�������
*�	� I�J��)� ��	�� �������	��� ����� 6�'��)� 	�
 6	���� ���K�+ A�B�

* ��2��������&� ��&��	� �+ ���"9 	�
 ��� 2	�) ���	���2���� �� �� ��
�&�� �) ��� ��� ����� ���
���� A�B�  ) �����	��� ���� ���� �� 
�����

�� �� 	 �,������ �����
,������ �2����� 2	�) �+ ��� ����� ���"9�ε �	� 
��
�) �	� �� �� �J�� ���,� �+ 	� �����
,����� ��	� ��2���� ��� 	�5,	����

'��� ���"9 :�� '��� �"9; �	� '���� 	 ���2 �	���� ������� �� 	������� ,���
���"9�ε �� ���
,�� ��� 5,	���) ���,���� "#������� 	�� ���&�
�
 +�� ,�
�

�����,������ '���� ���,�
 �� =,�� 	 +�' ��	����� ��� ��� '�� �� '��� 	�5,	����

'��� ��2�,����� �	����,�	��) ,��#� ��� �	���� ��	� 	�� ��&���
 ���,�
 �	��
���� ��	� �( ��,��� 	�
 ��� ��,�
 
� 	�� �+ ��� �#�������� ��� ��� '�� �� =,��
��	���� ��' �� ,�� 	 ��2�,���� �� '��� �	�� ������ ������	��) ����� ,��
 ��
+,�������� 	� ��� ��22	�
 ����� .� 	�) �	��� ��� /��� ������ ��5,��� 2���
��,
)�

�
��� �������	�
L <	�&�) I� 7�������

-��&��� �����	
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��� 	,���� ��	��� ��� 2	�) �������,���� �� ��� ������	����	� ��'���,��
�	����,�	��) -��	�
 *�����	,� <��2	�  �,)�����#� -	&�
 �	������� 6����
�	���	����� I��	��	� ����� -���� 7���,� -	&�
 <	����� -	� �,������ ��2�D
��) �,���)� ���	���	� 6	��4� *#�� 6�������� ���2	� 6,�
	��  ���
 ���	�
��
*���� ���'	���+��� �M���� �&	�������� 	�
 �	�� �'�+�� '�� '��� &��) ��D
���,� '��� �	��� ��2� �� 	��'�� �� 2	�) 5,������� �� 	 ��,�	� �	���� . 	���
�����&�
 ,��+,� ��22���� +��2 ������ '�� ��	
 	� �	����� 
�	+� ��	� . 2	
�
	&	��	��� �� ��� '��� ���	��) �����	2  ���� . ������	��) ��	�� C	����  �
7�	&����� '���� ��D
���� ��&��' �	� 2	
� ���� &������ 2,�� ������ ��	� 2)
�����	�� %�� ��,
���� *�
��	 -�	�� ���&�
�
 +��
�	�� ��	� ��
 �� ��&��	�
������ �+ ��	��/�	����� �	��� �,� ��� ��	��� . ��	�� *���� 7� <��
��� '��
�	,�� 2� ���"9 �� ��� /��� ��	���

������
 �� ����� ���	����

��� �	��� ���"9 ��+�'	�� �)���2 �� 	&	��	��� +��� �+ ��	�� +�� ,��# �)���2��
	�
 ��C��9 A��B �� 	&	��	��� +��� �+ ��	�� +�� -%� �)���2�� ��� ����
��,��� �+ ������ 	�
 	

�����	� �	��	�� ��	� �#���
 ��� ���"9 �	�	��������
:�� '���� . ��+�� �� ���� ����;� �� 	� ��� ��2��������&� ��9 *����&� 8��'���
:��*8; A�B� 	� ����� ���� ����� :	�
 2	�) 2������;H

�� 
�������������	���	� ��  ������ �*� >�*�

�� 
�������������������� �� �	2���
�� >C� 	�


�� 
������������������� �� �	��4� 7��2	�) :�� 7��2	�;�
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������� ��' �� ��	��� 	�
 ���'�� ��� ��� ����� +�� ��+�'	�� 	�
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� ��������

0�, '��� ���	�� 	 /��� �	���
 ��� ���"9 ������� '���� �� ��	�� ��#�� �� ����
����� ��2���� ��� �,N# �� ��	�� ��� �#	2���� . ��+�� �� ����	��	� 	� 	
��	�� ��#� ��,��� /�� ��	� )�, ���	��� ��,�� � ���'� ��� ���,��,�� �+ ����
/��� '���� . ��	�� 
������� �� ��	��� 
��	�� ����,��,� ���� �����

� ���� �� �����	
�	�

� ����� �� �������	 
�� �� ���

⎫⎬⎭ �������� ��		�
��� � �� ������
����� �� ����������

�����	��������options��style�
�������� ���
��
������

� ����� ���	���� ��� �� ��������

}
Preamble
��	��� 	���� �� ��� ������

�	���������	���
���

	��������	���

}
Body
���� �� ��� �������� ������������

�		 ���� ��		�
� �� ������
����	� �� ���� �� ����������

��,�� �H ��� ���,��,�� �+ 	 ���"9 -��,2����

.� ��� ���	2���� ����� 	�� 2	�) �������� 
����
�� ,��� ��� ��)��O ���
��������� 
��,2��� ��)��� 	��H ������	� ����� �	��	�� �	����� 	�
 ���
	��
���� �,�������� �	&� ����� �'� ��)��� '���� ���) ���&�
� +�� )�, �� 
�'���	
�
*2�� ����� 	�� ���+������	� ���������� ���	��) ��� *2����	� �	���2	���	�
������) :	2�2	�� ��)��; 	�
 ��� ������) +�� .�
,����	� 	�
 *�����
 �	���D
2	���� :��	2 ��)��;�

��� +��,� ����,��,� ���� ���� �� �� ��� 	������ ��)��� �,������ . ��	��
�� ,��� 
�+	,��� +�� 	�2��� �&��)����� ��������	��� �� ����� ��	���

'��� ,��� ���"9 	� 5,����) 	� ��������� �	���� ��2� �+ ��� �������� ����
2	��� ������� 	�
 ����� ���	2��� �����/�	����� 	�� ��&���
� 	� '��� 	�
2��� 	
&	���
 ������ +�� �,���2�4�� )�,� 
��,2����

*�� )�, ��	
) �� '���� )�,� /��� ���"9 
��,2���P ���) ��� ��,��� /��
���'� �� ��,�� � 	�
 �	2� �� ����	��	�� ����� 	� ��� ��22	�
 �����
�����H

���	� ����	
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:.� 	� �� ���
�'� �)���2� ��� ��
�� ���� �� ��� -%� ��22	�
 �����
'���� )�, ����� �) �,���� ��	��−→����	2�−→��D-%� ���2��� �� �)
��	��−→6,� 	�
 ������� �2
 �� ��22	�
 ���� ��� '��
�'�;

����������	
���
���	��

����������������

��		� ��	��

��������������

��,�� �H 0�,� ����� ���"9 ��,��� ����

���� �� �	���
 �������	 )�,� ��,���� '���� ���	��� ��&��	� �,��,� /����
��� ���) ��� )�, ���
 �� �� ��������
 '��� ��' �� ��� ��� ���� '���� ���
�	��# ����	2 :�	���
 	 F��2�����G; �	2�� ����	�
��� %�� �+ ����� �����
'��� �	&� ���,���
H

'��
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	���	� ���� �� ���� �� ��	
������� 8� �.���	�� ��	���	 ������� ��� ����
������ F� ��� ���� ����� �� ��� 
��� �� ��� ��� ������D� �������	 !�	�� ��
�� ������� �� � �������� ������� ����	�
��������

"� ��� ��.� ������� " ������� �������� ������� ��� �		������ ��
 �� 	���	 ���
������� ����� ����� " ���		 �������� ��� 0��� ��� ���	� ��!��������� 
����
��!� �������� ������� ���������� 
��� �����

��� *�����
 ����	��

�������� �� 
���� *��34 ������� � ����� ��� � ������ ���������� 
��� ��� A��
" �		������ ���� �� ����� ���� �� �� �		 �������� ���	��� G������ ���� ������
���� ��� ���	�� 	��� � ������ �� � ����� ��� �� 	���		�� ��� �������� �� ��� ����
������

H�� �� 	������ �� ���� 9$� 
���� " 
�� ��	� �� ���� �� 
����� ��	���	�
)���	�	�� ��� �� ������ ���������� 9�7 �� ������� 9� 
���� ������ " ���	� 
���
�� ��	����	����� ��� ��	�	������ �������!�	��

�� �		������ ��
 " ��� ������� ���� ���� �� ���� ��������� ��� ��		�
���
	���	� 
�� ��0��� �
��� ��� ���������� ��� ������������� 
�� 0�� 
������5

����	��������	 ��� <��	� ���	������	�B������	�

�������	������'	� ���������� ���	���������	�B!	����	�

����� " ��� ��� �� ����� �� ��		�
�5

*�	������	�B������	� ⇒ E$�7
*�	���������	�B!	����	� ⇒ E$�7�7

" ��� �	�� ��� �� ���� ���� ������5

�
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�
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8� ��� ������� ���	�	��
�������� ��!�� ��� ���� ����� 
��� ��� 	���	 ��
��0���� 6��� �� �	��
������� ��!�� ��� !�	��� � ���		 ��� �� 7' ���� 5 �� ���� ��
��!� � ����� 
������ � 	�������� 
���� �� �� �	����� �� ���� ���	���

3/������ �'�� ���� 'I� 
�� 	���		�� ���	��	N�B�	������� �� �� ���� ��������
" 
��� ��� ����� �� �	��	N�B�	������ �
��� ���������� ������ ��� ��� ����
����� �� ���	�	��	N�B�	������� "� ��� �.����� �� 	��� 
��� ��� 	��� �����
������������ " ������ ��� 	���	 ���	��	�	�B���	���������� ����� 7,�� 
����
" ��� ��
 ������� �� �.����� J9 �� 
����� F�	��	�	�B���	�����������

��� ������ �� 	���	� ���� �� �������	�B!	����	� �� ��� ����� ��� 
��� �� ���
���� ���� ��� ������� �������� �	���� � ������	 �������� ���� �� *��34� "�
�� ������ �� 	���	� " ���� ��� ������� ����% 5����� ���� �� � ����� �� ���	��
��� " ���� ��� ��0. ����	� ���� ���� ��	�� �� �� ����������� 	���	� �� ��2����
������� 8� �/�������� " ��� ��� ��0. 	N�� )��� ����	� ��� ���� ���� ��� ���

��� ��2���� ��0.��� ���� �� �� �� ���������� ��� 	 �� �/������� H�� ��� ������
��� 	���	��� ���!������ ���� �� ���������	 �� ���� �"� ��� ��!� � 	�� �� 	���	� ���
���� �� ���� ���� �� ���� �� ������� ���� 	���	 ��� �������� �� ��� ������ ���
��� �������� ������� �� G��� =9>��

��� �����	� �� ����	�

"� ���� ������� " ������� 0��� ��� ���	� ��!��������� 
���� ��!� ��� ����
�����.5
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������=���	��������>�� ���������
������=���	��������>��
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��� �������� �� ������� ��� �� �� ��� ��� � ������1 
��� ��� ��� �� �� 
���
�� 
�		 ������ ��� 	���	 �� ������� � 0��� � ���	� �� ��� ������ ��� ��������
�"� ��� ��� �� ������� ��� �������� �� ��!�� �� =,>� �� 
�		 ��� �� ���������� �!��
������ ��� 
�		 ��� �� �� ���������

#������ 0���� ��� ���	�� �� ��� ��	��� ���� �.��� 	������� ������� ���� ��

���� ��� ���� ��� 8� ���� ����� ���� �� ��		�� KL������ ��6�����M � &�����
��� ��!������� ������� ��0�� 
��� ��� L��� �� �� �� 	������� ��� ��� �������
�� ���
� �� ���	� '� "� ���� �������� ���� ���	�� ��� 0���� �� �����0�� 
���
����� 
���� ����� ���� �� �� �� �	���� K����M ��� �	��� 
��� �� �� �����0�� ��
��� ������ �� ������	�� "� ���� �� ��� ������ ���� �� �� �� �� 	������ �� ��� ���
�� ��� ��		�
��� �����

��� �	������� �� � L��� �� ��������� � ����� �� ���������� N� ����� �������
���� ��� 0�� ��� L��� �� �� ���.������ �	���� ������ �� � ���� �� ����	�� F��
����� ���	� �� �� ������	����� �� L���� ���� ����	� �� �	���� �� ���� �����
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%����� ��	���
� ���	�� ���� :'���� ��� ��&����2��� �� 
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����� ����������� ���� �� ���� 
��� ��� ��	�����	 �������� ���� ���� ���
���� �� �	!���	� �.���� ���� �� �	�� ����� �		 �������� L������ ��6����� "�
�� �	�� ��!����	� �� ������� ��	������	������� �� ��� �����	�� F�� �� ���
������������ �� ��� �	������� ������5 �O�� 
���� ������� ���� ��� L��� �� �	����
��� ����� ��� ������	 A ��� �� ���� ������ �����0���� ���� ������ �� ���� �� ����
�	���� �� ���� ����� 
���� �� 
�� ��� ��������� ��� ����� 
��� ���� �	��� �����
�� ��� 	�
� ������� ��		�
�� �� � 0��� � ���	�� " ��� ���� �� �!��� ��������� ��
��!��� ���� L��� ����� ����� ���� �� �� ����� ��� ����������

��� ���	� ��!������� �� ��� �� �� �������� 
��� ��� ����	� ��!��������
��� 	���� ����� ���	��� ��� ��� ���	� ��!������� ���� ��� ��!� �� ������� �
���	�1 �� ��2�� ��� � 0��� ��	� �� ��� ����� ��� ���� ��!� ������� ��������
��� 0���� ��� ���	�� �� ���� �������� ����� �� ��� ���5

8���� ������ 5 
������ !�� ���	� ������ 5 
������

����D� ���
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� �����		� ��� ��� 0��� ��!������� �� ������ 
���


� ����		� ����� �� �� 0����� �����	� �������� ��� 
� �����		� ��� ��� ���	�
��!������� �� ������ ���������� �� ����	� ���� A�
�!�� ������ �� �����
���������� �� �������� �� ���� *��34 ��!���������

8	���� ��� �� ������ ����� ��� ���� �������� 8� �.���	�� 8����� $$ ���
$9 �		������ ��
 �� ���� � 0��� 
��� � ����� �����
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��� �������� ������ ������� ��� ������	 !�	�� �� ��� ������ �� -� 8� �.���	��
�	!�����	���������	�� ��0��� � ������ 
���� ���� �� �������	�� H�� ���
�	�� ��0�� ��� ������ �� �� "���� ������ ������� 8� �.���	��

�	!�����	���������	����	������

��0��� �������	� �� �� 
����� ��� ������� ������� ���� 
�		 ����� ��� !�	�� ��
�������	� �� �� ���� �� - 
��� ������� � ��
 �������� 8����� ������� �� ���
������ !�	��� ����� %� 7� � � � � ���� 
�		 �� %�%� %�7� � � � 
����� ������� %1 ���
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� ��������� +�� �� �����@
���� 	��� �� ����� ��� ��� ��������� �� ��� ��������� ��� ��� ��� �	� �
���	�	� ������� �� ������� ���� �� ��� ��		�
����

���  ������� E7 �� � 	���	 ���� ��� ������ �� ������� 7 ����� 
����!�
	���	 ���� ��� 	�����

��� )���
��� ��� ��� ��� �� ��� �������� ������� ��� ���� �����
�� ��� 0�� ��������

���  ������� ���� J7 �� ��� ��������� 	����

7� "��	��� �
� ���	�� ��� 0���� �� ��� ��������� ��� ������� ���� �� 	���	�
�	�� ������� ��� ���� ���� ���� ������

$� +����� 8���� $?�

9� +����� 	���� ����� ��� �������� ��!������� 
��� ��� ��		�
��� �����@
����5

%� � � �

%�% � � �
%�7 � � �

7� � � �

7�% � � �
7�7 � � �



�( # �'�( ��*�

) *�	 *���

F�� ��� 
��� �����������	 �.�������� �� ������� ��� ����� �����0�� �� ��@
	������ P� � � P � �� � � �� ��� P ��	����� ����� ��� �����������	 �.������� ��
��� ��.�� 	��� ����5

1 ����	N�	��	 �� A����	��J� ��������	� �� ���� PA . ��Q�P


⇒ � �����/����� �� 3�������D� �����	���� �� ���� E = mc2�

��� ���� ��� �� ��� ������� ����� 	��� ����5

1 ����	N�	��	 �� A����	��J� ��������	� �� ���� �A . ��Q�
�

⇒ � �����/����� �� 3�������D� �����	���� �� ����

E = mc2.

��� ����	-���
�� �.-����

��� �.���	� �	�� �		������� ��� ��� �� ��� ������
���� ������� Q� ���	� , ���
�
���� ������ ��������� �� ���� ����� �3��� �� ��� ���	�� �� ���� ������� ���	���
��	� �� ���� ������

�	��� 1H ��2� �	���2	���	� %���	�����

"#	2���
%���	���� �)2��� <�' �� 	���	�� ��	� )�, '����
�,������� = x3 �=8

�,��������� > x3 �>8

2,�����) ����	� a × b �����	� �


�&�
� �
�� a ÷ b ��
�� �

��� ����� ���	��� �� �.������� ���� ��� �� ���� �� ��0�� � ��� ���@
�	�. ������� 8� �.���	�� xa+b �� 
����� �� P�R��S��P ��� xa2

�� 
����� ��
P�Q��Q��P� ��� ��� �� ��������� ��� ���������� ���� ��� �����5

�R��S��Q��S�� ⇒ xc+d
a+b

�Q��S��R��S�� ⇒ xc+d
a+b



#
� �����1���!��  21���� ��

���	� %- ���
� ���� ��� ��������� ��� ����	����� �� A ����� ������ �� ∼ A�
������� �� P��� 1P� ��� ���� �� ��� ���!���	 ��������1 ���� ������ ��� Ac �
A′� ������� �� P1Q�P ��� P1Q����	P� �������!�	�� ��� ���� ��� A� �������
�� P��	����	�1�P�

+������� ��� �����	 �� ��� ���� ��� 	��� ������ ��� �����	� �� �� ���
��		�
��� �.���	��5

1�������	�	N 9 ⇒ A �⊆ B
������ 1��� 9 ⇒ x �∈ A ∪ B

1�	������ 9�������	� 9 ⇒ A \ B �⊃ B

�	��� �(H ��� 8��	����

��	� �� �� <�' �� 	���	�� ��	� )�, '����
�2��) ��� ∅ 	�����	�

������������ ∩ ���

,���� ∪ ���

��� 2��,� \ �	������

���2��� �� ∈ ��

�,���� :������; ⊂ ����	�

�,���� �� �5,	� ⊆ ����	�	N

�,������ :������; ⊃ ����	�

�,������ �� �5,	� ⊇ ����	�	N

H�� ��� �����	 ��� ��P� �� ��� ���� �� ����� ��� ����	 �����0������ ����� ����@

��� ���� ����� 8� �.���	�� �(���	 P4���� �6 S TP� ⇒ (x÷y)+z� 8���
���	�� ��
�!�� ���� ��� ���	� �� ���� ���� ������� ���� ���� ��� ��� �
�� ���@
���� ��� ��.� ����� H�� ��� ���� ���� ����� ��	����� �� ���������� ��������
����� ������� ���� ����� 8� �.���	�� ��������� P�Q�S�Q�.TQ�P� ⇒ x� +
y� = z�� ���� ���� �������� �� �������� �� ��� �����1 ����
���� ���� �����

��	� ����� ��	�� �!�� 
��� 	��!��� ��� �@�������� ��� ��		�
��� �		�������
����� 
��� B ∪ C �� ��	����� �� ��� 0�� ����� ��� ����� �� ����	 ���	� �� ���
������ �����

��������P1����	� 9P �	�� P9��� 0P ⇒ A ⊃ B ��.� B ∪ C
���������P1����	� 9P� �	�� P9��� 0P ⇒ A ⊃ B ��.� B ∪ C

N����� ���� ����� 
� ��� �����	 ��� ���� ���	� �� 	����� 
��� ��� ��������
����	�����%���������� 
��� 	��� �� ��� ��5 Q��+ ���+ ��+ ������+ ��+ ��+

��R ����	����� �� ��� \�	��	��� �������� �� ,�� ;�	��� ��������� ���� ���	���
��	� �� 	������ ������ ��� �������� ��� ��� �� ������	 �����������	 �����	�� 8�
�.���	��



�� # �'�( ��*�

���������P����	 1���	��	��������	���	����	���P� ⇒ Ã × �1 ⊗ 2
P�����������	 1���	��	��������	���	����	��� �P ⇒ Ã × 1̃ ⊗ 2

���	� %% �		������� ��� ������� �� ���� ���� �� ���� �.�������5
����	��������	 1���	��	��������	���	����	����

�	��� ��H ��� \�������� ��22	�
�

���� ��)�� ��22	�
 "#	2��� 6��,��

���
+	�� ������� Ã × 1̃ ⊗ 2

�	����	���� �������� Ã × �∞ ⊗ ∈
��	��� ������� Ã × 1̃ ⊗ 2

���2	� ����������� Ã ×�1 ⊗ 2

��2	� ������� Ã × 1̃ ⊗ 2

�	�� ����+ ������� Ã × 1̃ ⊗ 2
�)��'����� ������� ~A × ~1 ⊗ 2

��� ��		������� ���	� ���	��� ��	� �� ������	 	������ ������� ���������� ���	��

��� ���	��� �� ���� �����	�� �� ���
� �� ���	� %%� ��� ��		������� �	������
	���� 	��� ���� ���� �� �� �!��	��	� ��	� �� ���� �����5

ABCDEFGHIJKLMNOPQRST UVWXYZ.

N��� P���� =� . 1 S 9P �� ������ P = A + B1 
������ ��� ������ ��� ��		�@
������ ����� ����� �� �2���5 P��� = . 1 S 9P ⇒ P = A + B�

C��� 	����� �� ��0��� ��	� �� ���� ����� ��� ���� �� �����0�� �� ���		���
���� �� ���
���� 8� �.���	�� �� ������

α − β = ∆ − δ


��� � ����� % �	�� . D	��� % �	��� �� �� *����� =,� �� 9$> �����
K:����� C��� 	����� �� �� ���� �� π �� Π�M �
����� P��P � P=�P�� ����
�!�� C��� 	���� �� ���	���� � ��� �������. ���	� $'�� ��� ������ ���� ���
���� C��� 	����� ��	������ N� ���	� ��� �������� �� �����!� ����� ��� ����
�� � ������� ���� ��� ��	� ��!���� ��� ��	����� ����� ��� �	�� ������� ����
�������� "� ��� �����	� ������� ��	������	����� ���� ����	��� ⇒β�

��� ���
���� �� /������	 ��0	 ��
�������.

�� ���� ��������� 
� ���	� 
��� P4�S�63?P �� ���� (x + y)/4� ��� �� 
� 
���
x+y

4 � 
� ��� ��� ���� �������5 P������S���?�P� N� ��� ���� ���� �����

	���� �� x+y
4 � �� �������� ��� ���� ���� 
��� ����	�



#
� ���!���� �� ��������  �3� �.!�������2 ��

��� �����	 ��� �� ����������������������������� 
��� ��� �������
��� ���������� ��� �� ��� �.�������� A�� �� � ��� ����	�. �/������ �� ����
����	�� ����5

A =
x2 + yα

1 + η
x2+1

,


����� �� � 1 . ������Q�S�R��������S�����	�����Q�S���+ �� ���� ��

��� ��P�� �� ��� �������� ��6��� ����������		��

)��� �����������	 �����	� ��6��� ���� ��P� �� 0� ��� �.�������� ���	� %7
���
� ���� �� ��� ���� ������ �� ������ ��� " ������ ��� �.���	�� ��	�
� "�
��� ���� �� ��� ������	�� ���� ��� ��� �� + ���
��� ��� �������� ��� dx� ����
������ � ��� ���
� ������� ��� ���	�� �� 
����� ��� �.������� 
��� ��� 
������
��� +��

�	��� ��H 3	��	��� ��4� �	���2	���	� %���	���� �)2����

%���	���� <�' �� 	���	�� ��	� )�, '����

�,2
∑

���
n∑

i=1

xi ���R��.��Q� �R�

�����	�
∫

���∫ b

a

f(x) dx ���R�Q� �4�6+��

�	��������� () �	��4 �����6(
x

1 + y

)
�	��4���������S�� �����6

��	��� {} �	��� ������{∑
i

xi

}
�	������R� �R� ������

��	����� [] �	��� ������[∫ ∞

0

f(x) dx

]
�	������R&Q����� �4�6+��������

"� *��34� �����	� 
���� ��P� ��� 
��	� 
��� �� ����� �� �.�������� ��
�����		� �������� �� �� ��� 8����� $O ��� $, �		������ ���� 
��� ������ �.���	��

���� ���� ��� �N�� ��� ���� ���������5
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�� ��M����
������N��I��O) �	���9 ����N����� &N�� (N�O������:�

���M��B������N����� &N�����%� (N���

�

��

��,�� �$H 3	��	��� ��4�� ��,��� :6��,�� �� ��,�� �1;

√√√√√∏N
n=1

(∑
i∈In

xn
i

)
3

√∑
i∈I∞ xi

��,�� �1H 3	��	��� ��4�� 6��,�� :��,��� �� ��,�� �$;

������ ���� �!�� ������ �� �� 
����� �� ���� ����	�� ����� ��� ������� �� ���
���� ��� ������ ����� �� ���� 
��	� �� 	���� *��34 �����	�� ���� 6��������
����� ��� 	������ ��� ��� ��� ���� ����� �� ��� �
� ���	�� 
��� ��� �����������	
��� �	������	 ��������� 8����� 9- ��� 9% �		������ �����

�� ��M����
�������	
%��%	�

����N��I��O) �	���9 ����N����� &N�� (N�O������:�

���M��B�������	
%��%	�����N����� &N�����%� (N���

�

��

��,�� �(H �
��������	 ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��;

√√√√√√√√√√
N∏

n=1

(∑
i∈In

xn
i

)

3

√∑
i∈I∞

xi

��,�� ��H �
��������	 6��,�� :��,��� �� ��,�� �(;

"� ��.� ���� ��� ��� ���� ��� ����	�� ���	� �� �	����� ����� ��������� ���
���������� �� ���������� �� 
�		 �� ��P��� ��� �.�������� �� ������ �� 
�� ��
����	�� ����� 8���� 97 ��!�� ��� �.���	�� �� ������ �� 	��� ��.� ��� ����	��
����� ����� �	������	 ��� �����������	 �� �!���� ��� �����	� ��� �� ���



#
� ���!���� �� ��������  �3� �.!�������2 ��

����� ��� K�����	�M �� ��� �	
��� ��������	�1 �� ������	�� ���� ����	�� ����
���� ��� �	
��� ��� �����������	�

��	� �� '���� ��	� �� '����
*���	�	��� �� ��#� 2�
� �� 
����	) 2�
�
x
2

��
��(���� ���(���%	���
��(����

x

2
�����	
%��%	���
��(���� ��
��(����

maxx∈X ��
(N�(��� 6� ���(���%	���
(N�(��� 6�

max
x∈X

�����	
%��%	���
(N�(��� 6� ��
(N�(��� 6�

��,�� ��H "#	2���� �� ��2�	�� ��#� 	�
 -����	) ��
��

���	� %$ ���
� �����	� ���� �� 	�����	 �.��������� 8� �.���	�� �� ��!�

(x ∈ A ⇒ x ∈ B) ⇔ (A ⊆ B).


��� � 4��� 1>��������! ��� 96 (	�����������! 41����	�	N 96
 �

�� ��!�
∀x∃y � [P (x) ∧ Q(y)].


��� � ������ �	����� ��� �=4�6!	��	 U4�6�
 �

�	��� ��H ��2� �)2���� �� ����

����	� ���2 <�' �� 	���	�� ��	� )�, '����
�#�������	� 5,	���/�� ∃ �	�����

,��&���	� 5,	���/�� ∀ �������

��	���� ¬ ��	�


��=,������ ∨ ��		

���=,������ ∧ �#	
�	

�2����	���� → ����������#

⇒ �1��������#

�5,�&	����� ⇔ �+	�����������#

≡ �	,���

�,�� ��	� � ���



�� # �'�( ��*�

��� /�����0�� �� ���� 	��� �.���	� ���� � ��� ��
���� �� 
� ����� 
���
�� ��� ���� ������� ���
��� ����� "� ���� ���� � ��		 ����� �� �������� ��
���������� V ��� � ��	� ����� �� +� A�� �� ��
 ���� 	����5

������ � 	����� � ⇒ ∀x∃y
������ �+ 	����� � ⇒ ∀x∃y
������ �V 	����� � ⇒ ∀x ∃y

����� �� ���� ������� ��������� ���	����� ������!� �������� ���
� �� ��@
�����. ���	� $?��

���	� %9 ���
� ���� �	������ �� ����� ���� �������� ����� �� ��� �������5
W . X�� A�� �� ���� �.���	��5

4%�����+&� . ���� � �	 &� ⇒ (−∞, 0] = {x � x ≤ 0}
�R ��	� �R� 	N��� �R� ���� �R ⇒ aj ≺ bi ≡ bi � aj

������ �+��B ������	� ��
�������	� ���� 1� ⇒ ∀y {x : x �≺ y} �⊂ A

�	��� ��H %�
�� 6��	�����

6��	���� <�' �� 	���	�� ��	� )�, '����
���� ��	� �� �5,	� ≤ �	

��	��� ��	� �� �5,	� ≥ �	

��� �5,	� �= �	

�����
�� ≺ ��	�

�����
�� �� �5,	�� � ��	�	N

�,����
� � ����

�,����
� �� �5,	�� � ����	N

N� ��!� ���� ��
 �� ����� ���� ���� ���� ��.�� ��� 
� ��� �	�� �� ���
�!��� 
��� ��� ���� �������� G����� ���� �� ��� ��		�
���5

xi < 0foralli = 1, . . . 
����� �� P�R� W & ��� ��� �.�+����P

xi < 0 �� �		 i = 1, . . . 
����� �� P�R� W &P ��� ��� P�.�+����P

xi < 0 �� �		 i = 1, . . . 
����� �� P�R� W & ����� ��� ��� � �.�+����P

��� 0�� 	��� ������ ��� ���� �	���� ���� ������� �� ���� ����� ��� �		 	�����
�� �� ��� ���� ��� �� ���	�� ���� /���� ��� ���� �� ��� ���	�� �� ��.� ������ ���
��� �� ���� �� ������	�	� ���!������ �� ���� ����	�� ����� 
���� " ���		 �		������
�� ��� ��.� ��������



#
� '���2� �� �4.����� �!

��� 1���.� �� $2������

��� ����� ��!������� �� �� ���� ���� 
��� ����	� ��!������� �� �� ��.� �����
��� ���� "� ��� ��� ���5

�	�����������
����� ���
���������

���� ��" ���
 
���

���� ��" ���
 = �������>
	���������

��� ��	��� �����0������� ��� ������� �� ��� ���� �� �� ��� ����	� ��!��������
��� ��� ���� �� �� ���� ����� ��� ��		�
��� ���	� ��� ��.� ������ ��� ����
����� �� �� ��� �� �������� �� ����� �� �
� 
���5 
��� ��� ����	� ��!��������
����� ��� ���� ���� ����������� �� ���� ���� ����5 P� � � P� � 
��� ��� ���
��!�������� ����� ���� �� ���� ����� �����

<����	� G���� <�	�� *����
x 1.234567 1
y −9.87 −12.2

���� ��� �� �������� �� ����� �� ��� ��		�
��� �
� 
���5

���������

%������

����(�P
�
�	�� ? ����(�H���� P
	��� ? ����(�,����� �� ��	���

( ? ���BDG@A ? � ��

% ? 'Q�KA ? '���� �� ��	���

�����

%�

��

�

�������������

��������
��	
������

P
�
�	� ? H���� P
	�� ? ,���� �� ��	���

R(R ? R ���BDG@AR ? R � R ��

R%R ? R'Q�KA R ? R'���� R �� ��	���

������
��	
�

�����������

H�� ��� �	��� � ����� �� �/������� �� ����� ���� 
��5

x = 5.2
y = 2.5
z = 7.7 (= x + y)
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�� ������� �� ��� ��		�
��� ��� �� ���� ����	�� ���� �
���� ��
�	
��� ��������5
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� "." 8
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	���������

�

��� V �����0�� � �����1 ����
���� L
L 4. �S�6 ⇒ 7.7(= x + y)�
������ ��!������� �� �	
������ ���� �� 	��� � $@��	��� ��� 
��� �����0��@

����� ������ �� ���!�� ��� ���� �
 �� �������5

x = y �%�

y = z �7�

������� ��2����� �� ���� ��� �/���� ��!������� ���� �����������	�� N� ���
��� �/���� ��!������� �����	� �
������ ������� ���� ����	�� ������ �� ���
���!� �� ������� �� ��� ��		�
���5

�	����	N�������

� "." � ���	��	N�B��� 

� "." T ���	��	N�B�T�

	���	N�������

��� ���	� ���������� �� �� �		������ ���� 
� ��� ������� ����� �� 
�����
4�	��	N�B���6 �� ������ �%� ��� 4�	��	N�B�T�6 �� ������ �7�� ����� ����
�	� ��!�� 6��� ��� �����1 ���������� �� �������

��� �	����� ���� ��� 	����		� �� �� �/������1 �������� ���	� �� ���� �� ���
����	� ��	���� 8����� ���� �� ����� 
��� 
� ���� �� ��� ��� ���� ��� 	���
�� �� S�/�������D �� 
���� ���� 
� ���� �� ������� ��� �������� �� �		 ��� ���
�� ��� �
�� 8����� 9$ ��� 99 ��!� �� �.���	�� ��� ������	� ������� ������
�� ����� �� �� �������� �� ��� 0�� ��� �� ��� ������ �/�������

���� �� �	�� �� �	
������ ��!�������� 
���� �� ��� ���� �� �/����� ���

������ ��� �/������ ������� ���� �� �� ������� ��!������ �� ���� ����� ���
���� ���	� ��� �� ������� �� ��� ������ ��� ��!�������� ������	�P�� �� ����
��	��� �����0������� "� ����� ��
�!�� 	�� �� ������ �� ���� ����	� �� �� 
�����
� ��� �� ���	��� �/������ ������ �� ����	� ������ � ���!��� ��� , ��� ���
��!������� �����0�������

8� � ����	�� ������� �/������� ���� �� ��� �	����
 ��!�������� ���� �����
�� ������	� ��!������ �!� ���������� 	N������ ��� ���	� ������� ��� �
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� '���2� �� �4.����� �1

��������M�

%�

( ?����(��� �M�
	 ���? % ��

% ? �����M ? ��
��
S�S�S����3��� S ��
���S�S�S����3���

S �������� ��

? ? &S4STS,

������M�

%�

��,�� ��H �������� "�&����2��� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��;

x �� �5,	� �� y :�;

y � a + b + c + d

Ψ
+

e + f + g + h

Φ
+

I + K + J + L :�;

��,�� ��H �������� "�&����2��� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��;

��.���� ���� ��	��� �������� �"� �� ��� ���� �� ��� �/������ ��!���������
���	����� �� �	
������� ���� �� ��� �	����
� ��!�������� 
���� ��������� ���
�/������ ��������� �� �		������� 8����� 9? ��� 9' ���
 ��
 �� ������ � ����.
�/������� �	��� ���� ��
 x′ �� �����0��� ���	� %? ���
� ���� 
��� �� ������ ���
�������� �� � !�����

�	��� ��H ��	������ �+ 	 3�����

��	� )�, '���� <�' �� 	���	��
�. ⇒ x′

�>� ⇒ xt

�>' ⇒ xT

�>���������'�� ⇒ xT

�>����������� ;';�� ⇒ xT
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��������M�
����C�

-(O����� I �	���� �������

%���

��� ? ��� ? ��B ��

���F ? ���F ? '��� ��

�����

%� ������

�	���9 �������

%����� (N� �� (N� �� (NB

�����

%� �����:�

������M�
����C�

��,�� ��H �	���# "5,	���� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��;

Ax′ =

[
1.1 1.2 1.3

21.0 22.0 −2.1

]⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ .

��,�� ��H �	���# "5,	���� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��;

��� ��!�������� ��� �� ������� �� �		������� �� 8����� 9I ��� 9O� ��@
���� ��
 ��� !�����	 	��� 
�� ��
� �� ��� ��	��� �����0������� ��$��� ��� ���
���P����	 	��� ��������� ��� �	���� �� �������� �� ���������� ����	 ����� ���
������ �
 �� ��� ���� ����

�� �	���� �������

%���>��

�������

%������ -N���� ? -N���� ? -N��B� ��

-N���� ? -N���� ? -N��B�

�����

%�

? F �� ��	���

F ? �������

%����� �N���� ? �N���� �� �N���� ? �N����

�����

%�

�����

%� ������

��

��,�� �!H 8����
 *��	)� ��,��� :6��,�� �� ��,�� �$;

⎡⎢⎢⎣
A11 A12 A13

A21 A22 A23
0

0
B11 B12

B21 B22

⎤⎥⎥⎦
��,�� �$H 8����
 *��	)� 6��,�� :��,��� �� ��,�� �!;
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N� ��� ���	��� �����������	 �.�������� �� � ��.� ��������� ���� �� �����@
���� 8� �.���	��

�����P �	���������������

�����������	���R&Q����� �	Q�%��� ��+��

"." �����������	������������  

"." �����������	����R�Q��S�� =��4�6+��

	���������

P�

⇒

∫ ∞

0
xe−τx dx =

1
τ

=
∮ b+c

a
Ψ(x) dx

N� ��� ��� ���� 
����� ���� ����� ���� �� 
����� P� . ������� S TP ��
������ x = � +z� ���� ��
 ��� 	��� ������ ���� ��� ��6��� �� ��� ����� �������
�� ��������	� �	���� ���� ���	� �� �!����� �� ������� � !�����	 ����� �������
6��� ���� ��� �.�������� "� ������	�� ������� �����	�
����	���	����� ����
x = � +z ������ �.�� !�����	 ����� �/��	 �� 7-� �� ��� !�	�� �� ���	���	�����


���� �� ��� ������ �� ��� 	��� �� ����	 ��.�� �"� ��� 	������ �� �� ����� �� ���
��������� 	��� ���	���	����� ���� ���� ����	��� ����������� �� ��������
������� ��� ���� ����� ���� ������� ��� ���� ��P�� 
���� ��� ����� ��������

��
 ������� ��� ��		�
��� ����������	 ����������5

f(x) =

⎧⎨⎩
−1 �� x < 0;

0 �� x = 0;
1 �� x > 0.

������� �� ��� ��		�
��� *��34 ����5

� �4�6 . �	��� �	���������������

%� " �������� " � W &V 

& " �������� " � . &V 

� " �������� " � X &
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�

���� ��� ��� �� �����
 ���� ��� ���� ���� �� ������� �	�� ��� �����

���� ��	���� � ����� ���� ���� �� �� �/��	 ����� �� ����� "� �� ��� ��������
���� ��� 	��� �����	 �� �	���� �� ��� ���� ��� � ����� �	��� ���� ��� �/���
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������ �� ��	����1 ��� ���� �����	 
�		 ��� ��� ����� �� ��� ������ �� ����
����� ���� �����0��		� �� ���� ������ �� ��	�����

N� ��!� ���� ��� ��� �� �	�� ��� ����� �� ������� ����� � ����.� ��

��� ��� �� ��� �	�� *��34 ������� �� ����������	 ���������� ����� �	���� ����
�� ��� ��������
� ��� �������
�� 8����� 9, ��� ?- �		������ ������ �	��� 
���
��	����	� ���	����	� !��	��� ��� !��	����	�

�� �������

%�����

����(�#��� ��� �
�� �� ����(�
� ����
��� ��

�����
�������	���������� +� S �����	���� ������ 	��

? ������
���������
��(%� ' �������	���
���

�� ? ����(�#��� ����������

�� ? ����(��
� 
� �����
���

�����

%� ��

��,�� �1H <���4���	�  �	��� ��,��� :6��,�� �� ��,�� �(;

���� �,2 �	�
	� �&����	��︷ ︸︸ ︷
i . . . j + k · · · l x̂y − ãb︸ ︷︷ ︸

���� 
�J������
�	� 	� ,�
����	��

��,�� �(H <���4���	�  �	��� 6��,�� :��,��� �� ��,�� �1;

N� ����� ���� �� ��. �����������	 �������� ��� ��.�� N� ���	� ��� ���
����	� ��!������� ��� ������� ��@	��� ���� ���� 
��� ������ �
��� T�� � 
�
���	� ��� ��� ��� ��!������� ��� ��� ����� ��� ���� � ������ ���� �� 7-� ��
���� ��� ��.�� ���� ��� ��
�!�� ���� ������� �� ���������� 8����� ?% ���
?7 ���
 ��� ���	�� 
��� ����� ������	�� �� ���� ��� ��.� 
����� ��� ����.
L��� 	���� ��� �� 
��� ��� �����	� 6������ ��� ��� 
�		 ��� ���� ��� ������� ��!�� �
��� ����������� ��� ���	�� �� ���� ������	�� ����� � 	���� 
���� ���� ���
�	������� ��!�� ������ ��� �� �����0���� ��� ��	����� �� �� ��� ��� ����	������
�������� �� ���
� �� 0���� ?$ ��� ?9� "� ��������� ��� ����	��� ������� ��
���� �� 	�
� ��� ���		 ����.� ��!��� �� ���� ����� ��	�
 ��� ���P����	 	����
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R-N��+� I 0�96N�'���N�:96N+'���N+:�R! ���� R��6N���R


� 
���� �
�
�	��! 
�� R0�������R �� ��� �(������

�
	�� ���
�� ���� R���N�I096N�:R� �

? ��
��(������D������������1�

R�	�����������

%���

��
�������?F �� F?��
�������

�����

%�������R

��	���	��� �� R6N�I6N�O�R 
��

R3�6N�I(�R ��

RI �	����� �������

%��			�

������ ?����(����? (I'�7 ����
����FG��� ��

��
	� ?����(����? (I77F7 ����
����FG�����

������ ?����(����? (I77��

�����

%�������R � ����
�������� �� ��	���

������
��	
� �������
		� ������	���	����

���������
����

%����������

��,�� ��H �������	�� �� ������ ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��;

:���. B�0������ 3.���	�

G�!������

Aij = E[(Xi − µi)(Xj − µj)]�

��� {Xi} �� �����
!����	��� ��� E[·] �� ���
�.������ !�	�� ������ 
���
µi = E(Xi)�

� 1
2

0

0 1
2

�

	
� X2 = X2
1 ���

Pr[X1 = x]

=

�����
����

1
4 	
� x = −1

1
2 	
� x = 0

1
4 	
� x = 1.

��,�� ��H �������	�� �� ������ 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��;
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�
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�
	�� ���
�� ���� R���N�I096N�:R� �

? ��
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�����(�'������

R�	�����������

%���

��
�������?F �� F?��
�������

�����

%�������R�

��	���	��� �� R6N�I6N�O�R 
��

R3�6N�I(�R ��

RI �	����� �������

%��			�

������ ?����(����? (I'�7 ����
����FG��� ��

��
	� ?����(����? (I77F7 ����
����FG�����

������ ?����(����? (I77��

�����

%�������R � ����
�������� �� ��	���

������
��	
� �������
		� �����������

��,�� ��H �����	
����� �� ������ ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��;

:���. B�0������ 3.���	�
G�!������ Aij = E[(Xi − µi)(Xj − µj)]�


��� {Xi} �� �����
!����	��� ��� E[·] �� ���
�.������ !�	�� ������ 
���
µi = E(Xi)�

� 1
2

0

0 1
2

�

	
� X2 = X2
1 ���

Pr[X1 = x]

=

�����
����

1
4 	
� x = −1

1
2 	
� x = 0

1
4 	
� x = 1.

��,�� ��H �����	
����� �� ������ 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��;

��� ��	
��� ��
���� �� 1�����	��

:��� ���� ������P�� � ��		������ �� ������	 ���������� ���	� %' ���
� ���� ���@
��� ����� ����� ������	 ��������� �� ���� �� ���� ��� ����� �	���� ���� ����
����� ���� �� �����!� ��� ���� ���	��

����� ��� ������	 ��������� �� ��� ����	��� ��� �� ����������� ����������
8� �.���	�� 
� 
��� P�����	�� . ����������	���������	���P �� ��@
����5 tan θ = sin θ

cos θ � �������. ���	� 9- ��� %7'� ��� � ���� 	���� 	��� �� ������	
���������� �� 
�		 �� ��� ��
� ���� �� ���� �� ��� �.���	�� ���
� �� ���	� %I�
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�  ��!��� �.!���� �� '�������� ��

�	��� ��H ��2� ��22�� �	���2	���	� �,�������

�,������ <�' �� 	���	�� ��	� )�, '����
��2�� lim ���

��2 ��+ lim inf ������

�� log ���

2	#�2,2 max ���

�	���� tan ���

�	��� �!H "#	2���� �+ �	���2	���	� �,�������

<�' �� 	���	��
��#���)�� 
����	)��)�� ��	� )�, '����

limn→∞ xn lim
n→∞

xn ���R�����������!�������R�

lim infn↓0 log xn lim inf
n↓0

log xn ������R����!�����! &����+�R�

maxx∈X f(x) max
x∈X

f(x) ���R���� )��4�6

tan(θ+π)
ln x

tan(θ + π)

ln x
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���������� ���� �������	 �������
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�	��� �$H 8��	���� >��� ���
�� ����� +��2 ����� �	��	�

��	� )�, '����† <�' �� 	���	�� ��	� �� 2�	��
��������1� ⇒ R 6�	� &	�,��
��������G� ⇒ C ��2���# &	�,��
��������S� ⇒ Z .����� &	�,��
��������T� ⇒ Q 6	����	� &	�,��

†.� 2	�� 2�
��

������ �	������ �� �������� �� 
���� ��� ������� ��	������	����������
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"� ������	�� � �� ����� ���� �� ������ ��� *��	��� ������� � ��� *���������
��� � �� ��������� ���� �� ������ ��� A���	������� �G����� 
��� ��������
H� 
���� �� �	�� ���� �� ���� ��������

��� )	��'���'	� �� *�	�����

N� ��� �.���� � ����	 ���!���!�� df(x)/dx� �� 
����� P��4�63��P1 �� 
� ��� ���
��� ���� ������� �� ������ df(x)

dx � ��� �����	 ���!���!� �����	� ∂� �� 
�����
�������� �� ��� ��� 
��� ������� �4�63������� � �� ������ ∂f(x)/∂x� ���

�����	P������������ �4�6��������� ��P� �� ������
∂f(x)
∂x �

��� ����	 �������� �� ��� ������� �� � �������� �� ��� ������ ������� ��
��� �����	 ∇� ��	�� ��		�� K��	M�� 
���� �� �� ������ ��
� ��	�� ���������� ��
A���	��� �� %O?$�� "� *��34 �� �� ������� �� ������ ��� ��� �����������	
��0������ �� ��� !���� �� 0�� �����	 ���!���!��5

∇f(x) = (∂f(x)/∂x1, . . . , ∂f(x)/∂xn). �?�

" 	��!� �� �� �� �.����� �� ���
 ��� *��34 ���� ���� ������� �/������ �?��
��� A������ �� ��� ����. �� ������ �����	 ���!���!��5

∇2f(x) =
[
∂2f(x)
∂xi∂xj

]
.
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�� ������� �� ��� ��		�
��� ����5
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���� ����� �� �� ���� ��
���� �� ���� ����� �����0������� G����� 
��� ���
��		�
��� ��� ��� �� ��� ��� ������ ��5

∇ 2f(x) =
[
∂ 2f(x)
∂xi ∂xj

]
. �'�

���� �� �
� ������	 �����5 ���⇒
∫
��� ����⇒

∮
� 
���� �� ���� !����	�@

��P� �����	�� 8� �.���	�� ���� ��
 ��� ���� ������	 �� 	��� �� ��� ��		�
���
�.�������5 ∫ b

a
lim

λ→∞

∣∣∣∣∣
∮
X(v) xe

λf(x) dx∮
X(v) e

λf(x) dx

∣∣∣∣∣ Φ(v) dv.
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B�0���� ��	���	� ������	� �� �� ���	��� �� ��!�∫ ∞

0

∫ xn

0

∫ xn−1

0
· · ·
∫ x2

0
H(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn
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� ���R&Q����� ���R&Q��R�� ���R&Q��R��%��� �����

���R&Q��R�� O4�R�+����+�R�6+��R������ ��R�

�

A�
�!�� ������� ��� ��		�
���5∫ ∫
S
(u∇v − v∇u) · dS =

∫ ∫ ∫
τ
(u∇ · ∇v − v∇ · ∇u) dτ.

��� ������� �� ����������� ��� ��� ������� �� ��� ������	 ������ �� ����� 
���
��� ��		�
���� 
���� �� ��� ������� �� ������� *��347ε� ��� �� ����������
��	������	��������� �� ��� �����	� ���� �� '��() $�������� =?� �� 77$>�5
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∫∫
S

(u∇v − v∇u) · dS =
∫∫∫

τ

(u∇ · ∇v − v∇ · ∇u) dτ.
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 ��� ������� �� ������� �� ��� ��	���	� ������	� ��� ��� ������� ��
��� ������	 ������
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����� �������� 
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� ���� �� �� ����������	 ���� *��34 ��� ��� ����	��� �� ��0�� �
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��� 	��� K�������M ��� � ����� 
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�� ��� ��	� ��� ���� �� ��� ��!�������� ��� �� �	�� ��� ���� �� ��� ����������
������� G������ ��� ��		�
��� �.���	�5

������� ��� ��� n > 2* ���� �� �� �������� �� xn + yn = zn 	��
x, y, z ∈ Z++�

������ ��
 K������� ���M ������� �		 ��.� �� �� ���	��� ��� 
� ��!� ���
������ !�	��5 ��	��	��	�U?�%� ���� 
�� ��0��� �� ��� �����	� ��5

�	!��	��	����	��	�����	��	����	������

����� ��� ������ 
�� ������� �� ��� ��		�
��� *��34 ����5
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<�� P� X �P+ ��	�	 �� �� �������� �� P�Q� S �Q� . TQ�P ���

�	!���	 P�+�+T�� ([R�SS�P
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F��� ������@	��� ��!�������� ��� �� ��0��� �� ��!� ��� ���� ���������
���� �/���� ���� � ���
��� 	��� ��	��	�� ��� � ���/�� ���� �� ��� ��!��������
	��� ��	��	�� �	�� ���� �� � ������� A�� �� ��� �����.5

�	!��	��	��������+��"����="����>

��� ���� ��0��� ��� ��!������� ����� ��� �� ��0��� � ������� �� �� ���� ��
��2���� ��� �		 ���� ��!������� ��� ������ ������ ��� "���� ������ ��0���
��� ������ �� �� 
����� ���� ����� 
���� ��� �� �������� � ���� ���� ������
��0��� �� ��� �	!�����	� ������� ��� 9'� � �� ���� ���� �	!��	��	��
"� ���� ��������� " ��0��� ��� ������ ��!������� �� �� ������� 
����� ���
�������� �� ��� ��� ������� ���� ���� ���� ������� �� �� ����� �		�������
��� �� � ���		�� ��!�������5
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�� ��0��� �� ��� �����	� �� ��		�
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���� ���� ���� �� 
����� ��� ������ ������� 
���� �� !�	�� �� ��!��� ���� ��0���
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��� K�.��� �� G�����M ��� ���� �� ������ ����	�5

���� � ���� ��� ,�������- 	����� �	 ���� � ��" ��� 
�� �� 
������ ��� 
�������

�%�
��� ��� ������� 	��� ��
 ��� �� �� 	������

���� 
�� ������ �� ��� ��		�
��� ����5
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� �	�� �+ &	��	D
����� �&�� ��� +��� ��)�� :	2�� ����� �����;�

��# 3	+	-	��

�	���2	���	� 
���2������ ���� �	��������� 	�
 ��	���� 2,�� �� &	���
 �� ��D
����� ��2� �#���������� �����	� ��	�� 	�
 ������ ��22	�
� 	
=,�� ���
��4� �+ 	 2	���2	���	� 
���2���� �� /� ��� �������
 �#��������� '� �	� 	���
���	�� ����� 
���2����� �,����&��� %�� '	) �� '��� 	 ��4� ��22	�
 L +��
�#	2����

�����	4�PA.��Q�P�����	6� ⇒ 9E = mc2:�

����� 	��� ��'�&��� 
���2���� ��4� ������� ��22	�
�� '���� 	���) �� 	 �����
��	�	����H ����� �2��� ������ 	�
 �2���� ��� �#	2����

P���4A.��Q����6P ⇒
(
E = mc2

)
�

��� ,�� �+ ��#� +��� ��&����2���� ��2�� ����� �� ��� ���������
�� 2	��
��4�� :����	↔���� � � � � C��	↔2���;� �,� ���) 	�� 
�J������ ������	��) ���
������������ ���� �� 2��� �&�
��� '��� ��� �5,	�� 	�
 	�,�	� ��	�����H

P9���A.��Q�9���P ⇒
[
E = mc2

]
�

�(���	��PA.��Q�P�(���	�� ⇒�E = mc2��

P���������	A.��Q����������	P ⇒
〈

E = mc2

〉
�

�(1>;AP�����	P�PA.��Q�P�(1>;AP�����	P� ⇒〈E = mc2〉�
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��� ��&����2���� 	���' ��� ��' ���� �����/�	�����
��� �� 2	�� 2�
�� ���) ���	&� ���� ��� 	,����� 	�
 	,�����B ��&����D
2����� ��������&��)� �#���� ��� �5,	����� 	�� ��� 	����
� ��,��� �� 	�
 ��
���,���	�� ����� ��� �	2� ���,�� '��� �5,	���� �,2���� �� ���	���
 �) ���
	��
�� ��&����2����

��������
���C�

9
S�:O� I 
O� S �
� S �O� ��

���
	 ,� ���	�� 5O��
����	�� ' P I �NF ��

-9(: I ��%E ����9%: I ����N�
��� ��
	 -� �3��9(:��

������
���C�

��,�� ��H 	��
��� "�&����2��� ��,��� :6��,�� �� ��,�� ��;

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

L ⊕ Mε − V = H0

A(x) = {y : φ(y) = ∪a∈AΨ(x)}

��,�� ��H 	��
��� "�&����2��� 6��,�� :��,��� �� ��,�� ��;

���� '����� 	 2	���# '����� ��#�� '� ��,�
 ���
,��

(
a b
c d

)
�) ����D

�+)�� P�	��4�	�������������� �"�  �"� 	��������������6P� *� 	�D
����	��&� �� '��� ��� 	2�2	�� ����������� ��&����2���H ( a b

c d ) �� ���	���

�) P�	��4�	���������������� �"�  �"� 	��������������������6P�
:8��� ��	� ����� 	�� �� ���,2� �����/�	������; ���� �� ��� �5,�&	���� ��
�����
�� ��� 	��	) �����/�	���� '��� 	 ��#� ��4� ��&����2���O �� �	����,�	��
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,���

�
a b
c d

�
� ����� ��� ������� ����
� ��� 2	���# 	�� 	�D

���#�2	���) ��� �2	��2	���# ��4�� ��� ��	��� 	�
 �	��������� 	�� ��� ���
�	2��

��� 	2�2	�� �	��	� �	� 	 ��22	�
 �� �,� 
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���	

����2���� ��� ��	��� ���'��� ��� 
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
��� �������	� ��22	�
 ���� ,� �,� ��	�	����� �&�� 	 ���	����H ���

�#	2���� �QS������	����������	���.��S� ⇒ n+ def
= n + 1� ���� 2���

����	���)� ��� ���	��	� 	�
 ���
	��	� 	2�2	�� ��22	�
� ��	��� ,� ��
�,� 	�) ��	�	����� �&�� �� ,�
�� 	�) ��	�	����� ��� �#	2����

P��	��	�����)�P ⇒
a

X

P���	��	�����Z�P ⇒ Y
b

P��	��	��������	��	�����[��P ⇒
a

Z
b

���� �	� �� ,��
 �� ��	�� �,��������H

P�����������	����R� ������	�� �������������T	P��� IP� �

� �� @�

� � 1R�� �

. ���	��	�� �� @�

� ���	��	����� I������ � 1R�� � P

⇒
∑
i ∈ I
j∈J

Aij =
∑
i∈I
j∈J

Aij

8����� ��� ���
	��	� ��22	�
 �	� �� ,�'���
)O 	� 	�����	��&� �� ���
��������� ��22	�
H

P�����������	���R������������� I �� @��� E�� 1R�� �P

⇒
∑
i∈I
j∈J
k∈K

Aij

*������ �	��	� �� ��� 	2� +	2��) �� ����� '���� 2	��� �� �	�) ��

�	' ����
���� ��
	�
�� ��,��� �! 	�
 �$ ���,���	�� ����� :�����+)
���	������	�����
� �� ��� ���	2����; ��� ����4���	� 	���'� 	�� �����/�

�) :AAA :��+� �� ����; '��� 	�) �#�������� ��	��
 	��&� �� ����'� ���
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&�����	� 	���'� 	�� �����/�
 �) :UUU :
�'�; �� :!!! :,�;� '��� 	� �#��������
��	��
 �� ��� ��+� �� ����� *�� �������� ����4���	� 	�
 &�����	� ��	��2���� 	��
���,���	��
�

�� �������H2�

- UJ
JJ � UJJJ H ��

�
	��
 UPP����
 P ��
��
 U--- UPPP���	�
 ��

2 UJJ�J 0 UJ�JJ L

�����H2� ��

��,�� �!H ��22,�	��&� -�	�	2 ��,��� :6��,�� �� ��,�� �$;

A
a−−−→ B −−−→ C

α
⏐⏐6β γ

7⏐⏐ ⏐⏐6δ

D −−−→
d

E
e−−−→ F

��,�� �$H ��22,�	��&� -�	�	2 6��,�� :��,��� �� ��,�� �!;

����� 	�� 2	�) 2��� ��/��2����� 	�
 2��� �	��	�� �� 2	�� �����
������ �	�) �+ ����� 	�� 
�������
 �� ��� ����� ���
���� A�� ��	���� $B�
	�
 )�, �	� ��� 	� ������ �	�	�� �+ �	��	�� 	� ��*8 A�B�

��4 5��--��

���� '����� 2	���2	���	� �#���������� ������ 2	�� ��2� ��22�� �������
��� ����	� ,�
� �� �� ���	� 	 2	���2	���	� �#�������� ���,�����	��)� .�
"����� ���� 2�	�� ��	� �&��) �������� �	� 	 �,�=��� 	�
 ���
��	��� ��	,���
	�� ���	�	��
 �) ��22	�� 	�
 ���	��� 	�� 	�������	���) �,���,	��
� <���
	�� ��2� �+ ��� 2��� ��22�� ���2���� �+ �	22	� �� �����
���

�� ��������
 ���# ���"��$ ���
1 ��� �#�������� ,�,	��) ���
� 	
��22	 �� �����
� ��� �#	2���� ���� ��� ����� ��+��� ��� 
����	) 	�

��� ��22	 	� ��� ��
� '���� �� ��������� �� �2���

* �)22����� ��	��	��2��� �+ 	 2	���# �	� ��� +����'�� +��2H

R = P tMP,

'���� P �� 	 ���2,�	���� 2	���#�



!� # �'�( ��*�

�� 2
5�
 
��	
 ��
1 *� )�, ��	
 	������� ������ ��	� ����� ��	� 	��
	2�� ��� 2��� ���+,��� 	�� '��� ��� 	,����� ,��
 	 ���2 ��	� �� ���

�/��
 ,���� �	�� �	���� ��� �#	2���� '� 2��� ��� F��� 
�����,�����
�������) �+ 	� 	����	� ��,� �� ��� ��22,��&��) � � � G  ,� 	 	���� �	

��� )�� ���� 
�/��
�

�� )
�
	
��
 �6
�� �� �����
� ���
	 �#
 	
�
	
��
1 ��� �#	2���� 	
/,�� 	���	�� 	+��� ��� /��� ��+������� ���"9 
��� ���� 	,��2	���	��)�
�,� )�, 2��� '	�� �� �	�� ������� �&�� ���	��� /,����

�� �� �6
�� #�� ���$ ��
 �
5������1 ��� �#	2���� �+ '� '���� Φ =
au + bv� '� �	���� �	��� ��+�� �� Φ(u, v)� ��2���2�� '� 
�/�� ���
��2����� ��=���� Φ(u, v) = au + bv� ���� ���� ��� ��	
�� ��2�����
����� F�� ��	�� ,�� Φk� �����	
 �+ Φ(uk, vk)� '��� ����� �� �� ���� �+
���+,�����G ��� �&����
�� ��������� �� ��	���)� 	�
 �� �� �2����	�� ��	�
��� ��	
�� �� ���
 �+ �����

�� 0� 1 1 1 �#
� 1 1 1 �� ��� ��		
��1 �,����� A 	�
 C 	�� �#���������� ��
�	� '���� ������ V.+ A� C�E �� V�,����� A� ����� C�E ��� /��� +��2
�� ���+����
 �+ A 	�
 C 	�� ��2��� �#���������� .+ ������ A �� C 	��
��2��,�
� ��� �����
 +��2 �� ���	���� ��� +��2� V.+ A� ���� C�E ���2�
���� �� �,�� �� �� 	�� ����� 	�
 ��� ��22	 �� ,��
 �� ��	��+) '����
��� 	�����
��� :A; ��
� 	�
 ��� �����5,��� :C; ������ .� "������
��'�&��� ���� �� ��� ��������

�� �7�����
��
 �

�� ������1 ��� �#��������� VA �+ 	�
 ���) �+ B�E
���,�
 �� '������ 	� VA �+� 	�
 ���) �+� B�E

$%	�
��	�� �,�2�� 	 ������
 ���) �+ ��� ���"9 ��,��� :��# /��; 	�
 �+ ���
	�����	��
 ���������� ���,�� :�� /��;�  � �,�� )�,� �	2� �� �� �	��� :����,�
�����	� �)2���� �� ��� *����
�#�;

�� ���
,�� �	�� �+ ��� +����'�� �� 2	�� 
����	) 2�
��

:	; x2 = B2 − 4AC �2����� x = ±
√

B2 − 4AC�

:�; .+ ∆Fn+1 = Fn� �� +����'� ��	� ∆2Fn+1 = ∆Fn�

:�; x+ =

{
x �+ x ≥ 0O
0 �����'����
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�� ���
,�� ��� +����'�� �� 2	�� 
����	) 2�
� '��� ��� ���� ��&����D
2��� 	�
?�� '��� ��� 	,�����B ��&����2����

∆2Fn = Fn+2 − 2Fn+1 + Fn

= 2Fn − Fn+1.

�� ���
,�� �	�� �+ ��� +����'�� +��2,�	� �� ���� '��� ��#� :������,�� )�,�
�'� ��������� ��	� ����	�� ���2� 	�
 ����,
� ������ �,���,	����;�

:	; ln ex = x

:�; sin{θ + 2π} = sin θ

:�; yn =
∑n−1

i=i0
xi ⇒ yn+1 − yn = xn − xi0

:
; f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)
xn

n!

:�;
∂

∂x

∫ x2

a

f(y)dy = 2xf(x2)

:+; MFe(H2O)6 = 6MH2O + MFe

�� ���
,�� ��� +����'�� �5,	���� �� 2	�� 
����	) 2�
��[
1.1 −1.2 −1.3

−2.1 2.2 2.3

]
+

[
a1 a2 a3

b1 b2 b3

]
=

[
α −β γ

−δ λ θ

]
.

�� ���
,�� ��� �#�������� �� ��� ���+	���

�� ���
,�� �5,	����� :�; 	�
 :�;�

!� ���
,�� �	�� �+ ��� +����'�� �#���������H

:	; x = y mod n
def
= x − y = kn +�� ��2� k = 0, 1, . . .

:�;
︷ ︸︸ ︷
�α1 + �β2 − x2 + y3︸ ︷︷ ︸

$� ���
,�� �	�� �+ ��� +����'�� �� ���� '��� ��#� :��	� )�, ��2����; 	�

�� 2	�� 
����	) 2�
��

:	; A ?
= {S ∈ S : S �∈ S}
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:�;
√

|F × P| ≤ π

:�;

⎛⎜⎜⎝
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣
CB
BC

⎞⎟⎟⎠
1� ���
,�� �	�� �+ ��� +����'�� +��2,�	� �� 2	�� 
����	) 2�
� :'���
�,���,	����;H

:	; q∗(G) ≥ max

{
∆(G),

2m(GA)√
A − 1

}
�+ G �= ∅�

:�; (0, xT )T = (0, xT )

(
A B
0 C

)
=

(
0

xT C

)
= (0, CT x)T �

:�; V =
3
√

3

2

∫ a

0

(−x
1
3 + a)2 dxO

�(� ��2���� )�,� ���'��
� �+ 
���&	��&��� ���
�����	� 	����2��� :'���
	��	) ��&����2���;� 	�
 2	���2	���	� �)2���� �� ���
,�� ��� +����'D
�� :�	���
 ��� �����
��� 	�
�����;H

∇+f(x)j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
max{0, ∂f(x)/∂xj} �+ xj = aj

∂f(x)/∂xj �+ aj < xj < bj

min{0, ∂f(x)/∂xj} �+ xj = bj

��� ���
,�� ��� +����'�� �)2����H

:	; "#���
�
 ��	��H R∞�

:�; �������) ������&� �������H Z++�

:�; ��2���# nD&������H Cn�

:
; 8��D��	��&� �	����	� nD&������H Qn
+�

��� ���
,�� ��� +����'��H ∂f(x)
∂xj

∣∣∣
x=x̄

�

��� ���
,�� ��� +����'��H

2
5������ � * 2	���# �� ���	��
� �+ ��� 
����2��	�� �� 4����
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2
5������ � * 2	���# �� �������	��
� �+ �� �� ��� ���,�	��

�#
�	
� � "&��) ���D�5,	�� 2	���# �	� 	� ��&�����

�	��
� ��� 
����2��	�� �+ 	 ���D�5,	�� 2	���# �	���� �� 4���
���	,�� �� �� ��� 
�/��
� �����+���� ��� 2	���# �� ���D���,�	��
���� �2����� �� �	� 	� ��&�����

��� ��	� �� �	22	���	��) '��� '��� �	�� �+ ��� +����'�� ��2�����

:	; * ��) �� ��' �� 	

 &��������� ��� +��2,�	 ��

(u + v)
1 + uv

c2

'���� c �� ��� &������) �+ �����

:�; * ���,�� �+ ����� 	��,2������ �� ��� +����'�� �5,	����

E = mc2

"������� /��� ������
 ���� �5,�&	����� ���'��� ����) :E; 	�

2	�� :m;�

:�; ��� x �� 	� nD&����� 	�
 ω 	 ��	�	�� 	�
 
�/��

y = Ax − ωb,

'���� A �� 	� m × n 2	���# 	�
 b �� 	� mD&������ 8�' �,�����
y(ω) �� �����/�
 	�
 '� '	�� �� /�
 x�

:
; 8�' '� �����
�� 	

�� &����������

v

u+v

u

��,�� �� *

�� &������) &������H u + v�

��,�� � :	��&�; ���'� ��' �� 	

 &��������� ��2��) 	� &�������

:�; �#
�	
� 3� x, y, z ∈ Z+ 
�� xn + yn = zn$ ���� n < 3�
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��� ��2	���� �#������� 	�� 2��� 
�N�,��� 0�, 	�� �� ���
,�� ��� 2	���D
2	���	� �#��������� ���'� �� 2	�� 
����	) 2�
��

��� ��� +����'�� �� �����) �� �� ��� �&	�,	���� �#��������� t = 1
2 �� �� ���

���� ��4� 	�
 ���	�����

d

dt
f(x + t∇+f(x))

∣∣∣∣
t= 1

2

= − 2v

(1/2)1/4
+ 1.

��� 8��� ��� ��' 	�
 ���,2� �	���� �,���
� ��� 2	���#�

A =

a b c d e
1
2
3
4

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0 1
1 1 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

⎤⎥⎥⎦
�!� 6�' ��������H

A =

[
11 12
21 22

]
← ��'� �� �

← ��'� �� � :���� 	���' �� ������ �� 2	���#;

�$� ���,2� ��������H

A =

[
11 12
21 22

]
↑ ↑

���,2�� ���,2��
�� � �� �

�1� 6�' 	�
 ���,2� ��������H

A =

[
11 12
21 22

]
← ��'� �� �
← ��'� �� �

↑ ↑
���,2�� ���,2��
�� � �� �
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7�	����� 2	) �� �	�� �+ 	 ���"9 
��,2��� �) ��� �+ ����� '	)�H

�� >�� ��	�
	�
 ���"9�ε ��22	�
�� ���	��) ��� ����,�� ��&����2���O

�� >�� 	 �	����� �	��	� �� 
�	' '����� ��� 
��,2���O

�� >�� 	 �	��	� �� �2���� ��2� ��	�
	�
 �	����� /���

. ���,���	�� �	��� �,� . 
� ��� ���&�
� 	 ��2����� ���� �+ ��� ����&	�� �	��	��
:��� ��*8 A�B 	�
 ��� ����� ���
���� A�B;�

��� ��
���	 $'���-	�

.+ 	�� '� '	�� �� 	 ������ �+ ��#�� 	�
 	���'�� '� �	� 
� ���� ��2��) '���
����� 	�
 	 ��� 	���' �� 2	�� 2�
�� 	� +����'�H

������	���P�������������!P������	��	��P�������������!P�����������

⇒ ��+� −→ ������ −→ ����

��� �����	��� ��22	�
 �	� �� ,��
 �����	
 �+ ����� �� ���
,�� ���
�	2� ���,��� <�'�&��� �����	��� 	��� �	� �'� ������	� 	�,2���� �� �������
��� ����� �+ ��� ��# 	�
 ��� �������� �+ ��� ��#� '����� ��� ��� �#	2����

����	�������������	���P�������������!P����	�������������	��	��P�

P�������������!P����	������������������

⇒ ��+� −→ ������ −→ ����

��� 9 	� ��� ��
 �+ ��� /��� ���� �� �� 	&��
 �	&�� 	 ��	�� ���'��� ���
������ ��# 	�
 ��� ;��������������#; ��	� +����'� ��� ��� /��� ������	�
	�,2��� �+ ���� �����	��� ��22	�
 �� ��� '�
�� �+ ��� ��#� �&�� 	� � �2
+�� �	�� ��#� ��� �����
 ������	� 	�,2��� �� ��� �������� �+ ��� ��������

��#�H � W ��+�� � W ������� 	�
 � W �����

�� �	� 2	�� ��� �������� �+ 	 ��# ���) 	�� �	�	�	�� �������� �� ��#�
2�
� �) ��� ������� ��22	�
�  ) �����+� �� ���� ,� ��	�� ����� ���	����

����
���
2�

��
�����2

:���� ��' ��� �	�	�	�� ��	��� 	
=,���;� ��2����
 '���
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�����	���� '� �	� ���	�� &�����	� 
�	�	2� �	���)� 	� ���,���	��
 �� ��,���
�1 	�
 �(�

������������� ��
��(������

��
����(���������� �� ������	����R�����
��R� ��

��
����(����������	�� �� ������	����R�����
��R� ��

��
����(�������������

� �����������

��,�� �1H 3�����	� -�	�	2 ��,��� :6��,�� �� ��,�� �(;

���
↓

2�

��
↓

�����2

��,�� �(H 3�����	� -�	�	2 6��,�� :��,��� �� ��,�� �1;

��� ��� ���	��
 �) ������� �	� ��� ������ 	����
 '��� ��� ��#�� �,� ��
�	� 	� ������	� 	�,2��� �� 	��� ��� ��� �� �����2 '��� ��� ��#�� ���� ��

��� �) �����+)�� �������)�*������������� �� �������)�*��������������
��������&��)�

����� ��22	�
� �	� �� ��2����
� 	��� '��� ����� ��# ��22	�
�� �,�
����� �� 	 ���
 +�� 2��� &���	�����)� ���� �&	�� 	�
 
�	��	� 	���'�� 	�
 2���
������� �&�� ����������� * �	��� +�� ���� �� ��� �!����� ��&����2���� ��
����� ��,�� �� ���'� 	 2��� ��	���	�� ��	��� '���� '	� ���	��
 �) ���
����,�� ��&����2���� '���� ��,��� �� ���'� �� ��,�� ��� 7��� ����,� ���
�	��� '��� ���&� �� �#��	�� ��� &	���,� ��22	�
��

�
��� ��+�

������ �����2 ����

�� a
b
c

�� ���&	�

�

�

�
�

���
�� �

�
�

��

��,�� ��H 3	����) �+ %�=���� �� ����,�� "�&����2���
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���4 &+ &6������	,�
���

���4 &+%
86�����	���4
L+
#6��	��	�� �
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	���������	�

	����	��	�� �����	�����

��,�� ��H ��,��� +�� ��,�� ��

��� /��� ��22	�
 ����� 	 ������ ��&����2���� 	�
 . ,�� ��� ��	��	����
��22	�
 �� ��� ��� ,���� �+ 2�	�,��2��� �� �� � ����� ���� 2�	�� ��	� '���
. �����+) ��2� ����� W �� . 	2 �����+)�� � ������� ��� �	�	2���� ��	� 
�D
���2���� ���� �� ������	����� 	�
 ��� 
�+	,�� +�� ��� ����,�� ��&����2��� ��
� ��� ����� '� ����� ��� ����,�� ��&����2��� ��	��� ��	� ��� ����� �+ ����)
�� ��� ������ ��
��	��
 �) ��� �������
��� :(�(;� :����� �� 	� 	�����	��&� '	)
�� ���� ��� ����,�� ��&����2���� '���� �� ��� 
�������
 �����; ��� /���

������ ���'� '���� :(�(; �� �� ���� ����,���

"&��) ����,�� ��22	�
 ����� '��� ����� '���� �� �#��,��&��) +�� ���
����,�� ��&����2���� ��� ��2����� �)��	# ��H ����Vx(yW����4 �� '����
���4 �	� �� ��#� �� ��2� ����,�� ��=���� ��� (x, y) ����
��	��� 	�� ���	��&�
�� '���� ��� �������� �� '��� ��� ����,�� ��&����2��� �� ������
� ���� ��,�

�� 	� ��� ��+� 2	���� 	� �� ������� 	 �	�	�	�� '��� �����
	��O �� ��,�

�� 	 ���,2� �� 	 �	��� 
�/��
 '����� ��� �	�,�	� ��&����2���O �� �� �

� ��
��,�
 �� �� ��� 2�

�� �+ 	 ��������� =,�� 	� ��� �2���) +	�� 	���	�� ���� :���
"#������ �;�

��� /��� ���� �� ��,�� �� �����/�� ��� �������� 	� ��� ������ 	�
 ���
���4 �� 	 /���
 ������ '��� 
�	2���� �� ������ :�������
 	� ��� �����;H
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����VD(DW�������	B����� ⇒ �
��� ��#� ����� ��22	�
� �,� ����� 
�J����� ���
� �+ ��#��� �	�� ��D

����� 	� �� ������ ����' ��� ����� :����� y = −.5;� ��� /��� �� ��2��	�
�� �����	��� �� ��#� 2�
�� �,� ��� �)��	# �� 
�J������ .� ����,�� 2�
� ��
��	���� ������� �&�� ��� ���) ��� '�
��� �,� 	��� ��� ������ 	�
 ���� �#���
�
��� �������� ������� �� 	 �����
 ��	�	����H � W ���O � W �����2� ��� ����	�
+��2 �+ ��� �����	��� ��22	�
 �� ��� ����,�� ��&����2��� �� 	� +����'�H

����	���4"���+����6=����>���%��

.� ��� �#	2��� ���'� �� ��,�� ��� ��� �����/�	����� 	�� ����� W �! ������
	�
 ���	�� W �� ������O ��� �������� �� �������
 ���	,�� ��	� �� ��� 
�+	,���

��� ��#� ���� �,�� 	 
	���
 ��#� �	&�� ��� �	2� 
�2������� 	� ���
+�	2�
 ��#� '��� ��� ����� �+ ��� 
	�� ��� �� �(� ������� ��� ��#� 
	���

��# �	� ��� 
	�� ����� ��� �5,	� �� �� ������� ���,���� �� +�'�� 
	���� ��
��2���� ��� ��#� ��� ��# ����� �� ��� �� ��� ������� 	�
 ��� ��#� �� 	� ���
�����2 ���� ���	,�� �+ ��� ������	� �����/�	����� )��*�

8�' '� ��2� �� ��� ������	 �����/�	����� ���	��
 	� ����
��	��� (−.65,−1)
:+��2 ����;� '��� 
�	2���� W �� ������� ��� F�G ����
� ��� ������ ��5,���
 	�D
����� ����� 	�
 ��2� ���
� 
�� ����� '	� ���
�
 �� ���	����� ��� ��������� ��
���' ��� ������ �+ ��� ������ �� 	� (−.65,−1)� �,� ��	� �� ��� '���� '� '	��
�� �,� ��� ��������
 ��#� �� �� �������
� >����� ��� ��# +	2��)� '� �	����
����,
� ��� �������� �+ ��#� '����� ��� ������ ��22	�
� ��� �	2� 	������
�� ��� ����� �����/�	����� +����'�
 �) �,���� ��#� ��	� ��5,���
 ��2� ���	�
	�
 ����� �� ���	��� ��� �&	�� �����+� �	� 
�2������� .5 × .25 :������;� '����
�� 2�	�,��� ��� ������ '�
��H

	



�
�

� ����� � ���	��
�

�

*+��� ��� ����� �����/�	����� . ,�� ��� ����� ��22	�
� ���� �� ��� �	2�
	� . ,��
 �� ��#� 2�
�� �#���� ���� . ,�� �� �� +�	2� 	� 	��	)� 
�/��
 	� ,�,	�
�� 2	�� 2�
�H ��� 	��	) �	� ����� ��'� 	�
 ��� ���,2�� '���� �� �������
�

8�' ��� ��
� ����� �� 
�	' ��� &������� '���� 	�� ����� '��� 	���'
��	
��  ��� ��	���� 	�
 ����	 �	&� ��� �	2� �)��	#H

���	4∆x+∆y6����� �	����4∆x+∆y6�����
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.+ ∆x = 0� ��� ���� �� &�����	�� 	�
 ��� �� ��� 	2�,�� �+ ��	�� 	��&� �� ����'
��� �����	� ����� :�� 
��� ��� 2	���� '�	� ��� 2	���,
� �+ ∆y ��O ���) ���
��� 2	�����;� .+ ∆y = 0� ��� ���� �� ����4���	�� 	�
 ��� �� ��� 	2�,�� �+
��	�� �� ��� ���� �� ��+� �+ ��� �����	� ����� :�� 
��� ��� 2	���� '�	� ���
2	���,
� �+ ∆x ��O ���) ��� ��� 2	�����;� %����'���� �+ ∆x �= 0� ��� 	��,	�

��	�� �� x �� ����� len� 	�
 ��� ����� �+ ��� ���� �� ∆y
∆x � ���� �� ,�
�,���
�)

���+,���� �� �����
�� ��,�� ��� ��� ��' ����� �� 
����2���
 �) 2�&��

+��2 (x0, y0) 	��� ��� ���� '��� �����
∆y
∆x

,���� ��� ��' xD����
��	�� ��

x0 + len� ����� ��� ��' yD����
��	�� �� y0 + len
∆y
∆x � ��� 	��,	� ����� �+

��� ���� ��2��� �� len

√
1 +

(
∆y
∆x

)2

�

���
��
W
∆
y

∆
x

�

�

�

x0

y0

x0 + ∆x

y0 + ∆y

x0 + len

y0 + len
∆y
∆x

%����	�
�����

8�'
�����

��,�� ��H ���� �	�	2�����

*� �+ ���� ,��	�,�	� 
�/������ �+ ��� ���� ��2��� '��� ��� ���,�� �����
�� 	� �2����	�� �����������H ∆x, ∆y 2,�� �� ������D&	�,�
 	�
 '����� −6 ��
�� �,����� �,� �����	� ����� �� (x0, y0)� 	�
 '� '	�� �,� 
�����	���� �����
�� �� (xt, yt)� .+ xt = x0� ��� �	��,�	���� �� ��2���H ��� ∆x = 0� len = |yt−y0|�
	�


∆y =

{
1 �+ yt > y0;

−1 �����'����

.+ xt �= x0� '� ��,�
 �	&� ������2� '��� 	����#�2	��� ��� ���,���� �,������
+�� �#	2���� '� '	�� (xt, yt) = (x0 + 1.3, y0 + 1.5)� .+ '� '� ��� len = 1.3
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�� ���	�� ��� ������� xD����
��	��� ��' ���,�
 '� ��� ��� ����� �	�	2�����P

.
�	��)� '� '�,�
 ��� ∆x
∆y = 13

15 � �,� ��� ������������ 
� ��� ���2�� ����� ���

������� '� ��,�
 ��2� �� 4
5 �

��#�� len = xt − x0� ���� ��	����� +�� 	 ��	���� ����� 	����#�2	�����
�� ��� ������	���) ��� ���� �&��	�� 	����#�2	����� �� ��,�
 ���,� 	 ��	��D
�5,	��� ����2	���� ������2� �,� ���	� 	�
 ����� �� �������� ��� �	�	2�����
���
� �� �� =,�� 	� �N������ "����� '	)� '� �	&� ��2� '��� �� 
��

��� /��� ��	���� ��22	�
 �� ��,�� �� ��	��� 	� (−.65,−1)� '���� .
�	��,�	��
 �� �� +��2 ��� F��� ��+�G ��# �� ��� F������G ��#�

�����

���# ����� ���� →

� � ���	��

�

�

.� ��,�� �� ��� F��� ��+�G ��# ��	��� 	� (−1, .5)� 	�
 ��� '�
�� �� �!� ��
��� ���� �
� �+ ��	� ��# �� 	� x = −.3� ��	���� 	� y = −.35� ��� &�����	�
�������� ��	��� �) 2�&�� ,� �	�+ �+ ��� ������ �� ��� ����
��	�� '����
��� 	���' ����� :�	���
 ��� �
��; �� (−.3,−.5 + 1

2 .3) = (−.3,−.35)� ��	�
	���,��� +�� ��� �����	� �������� �&�� �) ����V��8(��8KW� ��� 	���' ��
�� �� ����4���	�� 
�	'� ��+� �� ����� �� ∆x = 1 	�
 ∆y = 0� 	� �����/�

'��� ��	����V�(DW� ���	��)� '� ���
 �� 
����2��� ��� ������ �����/�
 	�
��8�� �� '	�� ��� ����
��	�� �+ ��� ��
 �+ ��� 	���' :�	���
 ��� ��
�; ��
�� R,�� �� ��� ��+� ��
� �+ ��� F������G ��#� ��	� ��# ����� 	� (0,−.5)�
�� ∆x = 0 − (−.3) = .3� .� ��5,���
 ����� ��2�,�	����� �� 
����2��� ���
��2����� ����,�� ��22	�
H ����V��8(��8KW���	����V�(DW��8���

8�' �����
�� ��� ��#� ��	����� '���� �� 	 &�����	� 	���' +��2 ��� �	2�
��# �� ��� ������ ����' ��� ��� �����	� �������� �� �	��,�	��
 ��2��) 	� ���
2�
����� �+ ��� �����2 �
� �+ ��� ��#H (x, y) = (x0 + 1

2h, y0)� '���� ���
��# ��	��� 	� (x0, y0) 	�
 h = height� .� ���� �	��� (x0, y0) = (−1.,−.5)
	�
 h = .3� �� '� ���	�� ��� ����
��	��� �+ ��� 	���'E� �	��H (xt, yt) =
(−1 + 1

2 .3,−.5) = (−.65,−5)� 	� �����/�
� ����� ��� 	���' �� 
�'�'	�
�
∆x = 0 	�
 ∆y < 0� �&�� �) ��	����VD(��W� ��� ����� �� 
����2���

�) '���� '� '	�� ��� 	���'��	
H 	� ��� ��� �+ ��� ������� ��� ������� y
����
��	�� �� −.65� '���� �� ��� ������� �� 2,�� 	

 ��� �	
�,�� '���� �� 1

2(.2)
����� �� �� ��� 
�	2���� �����/�
 �) ������	����� ��,�� ��� �������� �+ ���
	���'��	
 �� (xh, yh) = (xt, yc−yt+r) = (−.65,−1−(−.5)+.1) = (−.65,−.4)�
	�
 '� ��� len = |∆y| = .4� '���� �� '�	� �� �����/�
H

��� ��+�

���
⇐ \�	����VD(��W��Q�
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��� ��#� 	���' �� 
�,���D��	
�
� �� '� ,�� �'� ��	���� ��22	�
� ��

�	' ��� 	���' ��+� �� ����� ���� 	� 	���' 	� ��� �	2� ��
 ������� �,� 
�	'�
���� �� ��+�� �,������ ���� ��&��&�� 2��� �	��,�	����� ���	,�� ��� 	���' ��
��� ��2��) ����4���	� �� &�����	�� �� ���� ��� �	2� '	)� �) ��2�,��� ���
����
��	��� �+ ��� �	�� 	�
 ��	
� ��� ��+� ��
 ����� �� 	� ��� yD����
��	�� �+
��� ������ �+ ��� ������� 	�
 ��� xD����
��	�� �� �� ��� ���� �) ��� ����� �+
��� �	
�,�H (x1, y1) = (xc + r, yc) = (−.65 + .1,−1) = (−.55,−1)� �� ��	� ��
'���� '� ���� ��� /��� 	���'� ��� ��	
 �� �� �� R,�� '��� ��� ��+� �
� �+
��� ������ 	�
 ���� ���
� ��2� ���	� 	�
 ������ ��� ,�����	���) �� ��� '�
��
�+ ��� ��#O '� ���' ���) ��	� ��� ������ �+ ��� ��# '	� �,� 	� (0,−1)� �,� '�

� ��� ���' ��� '�
�� �+ ��� ��#� ���� =,�� 	 +�' ����	������ ��� ��
 �����
'	� 
����2���
 �� �� x = 0� �� len = ∆x = .55� ��� ��&���� 	���' ����� 	�
(0,−1)� 	�
 ��� ����� �� (−1, 0)� '���� �� '�) '� �	&� ��	����V��(DW��KK��

��� �	�� &����� 	��� ��5,���
 ���	� 	�
 ������ 
,� �� ��� �	&�� ��� ������
�+ ��� �&	� ����
��	���� .� ���� �	��� ��� ��
 ������ '��� 
����2���
 �� ��
+��2 (1.2,−.895) �� (1.6,−.5)� ��� +��2�� '	� +�,�
 �) ���	� 	�
 ������
�,� ��� �	���� '	� ��2�,��
 �) ���'�� ��	� ��� F�����2 ����G ��# ��	���
	� (1,−.5) 	�
 �	� 	 '�
�� �+ ���� �� ��� 2�
����� �+ ��� �����2 �
� �� 	�

(1.6,−.5)� 8�' ��� ��,� ����� �+ ��� ���� '� '	�� �� .395
.4 � �,� ��� ������������


� ��� 	���' ����� ��� ������� ����� '� �	� �	&� �� '��� (∆x, ∆y) = (1, 1)�
'���� �� '�	� �� �����/�
� 7�&�� ���� ������ ��� ���� ������ �+ len �	� ��
+�,�
 	� ��� 	&��	� �+ ��� 
�&�	�����H

len = 1
2(.4 + .395) = .3975.

��,�� '� �����+) ����	V�(�W��8IPK� �� ���	�� ��� ���� ���'� �� ��,�� ���
����� 	�� �	��	�� �� �#���
 ��� ����,�� ��&����2���� 	�
 '� �	� ����

�,�&��� �	���
 5����� 
������
������ �� 	 ��� �+ ������� <�'�&��� . ��	��
��&�� ����� �� ��� ��#� ������� '��� 	 ��'��+,� �	��	� �	���
 ���������

�	��� �� :�� ��� *����
�#� �� ��$; �&�� ��� ��22	�
� �� ��� ����,��
��&����2���� �,� ���� 	�� ��2� ����� �� ����H

• %��) ��#�� �	� �	&� ��������
 ��#�O ��� ������� 	�
 �&	�� ��5,��� ���	D
�	�� ���� ��22	�
�� '���� �	� �	�� ��2� ���	� 	�
 ����� �� ���������

• ��2� �	��,�	����� 	�
 ��2� ���	� 	�
 ����� 	�� ���
�
 �� 	��� ��=����
	�
 ������

• ��&�� 	 ������� �+ ��� ����,�� �	� �� ��
��,�� ��5,���� ��D�	��,�	�����
	�
 2��� �J��� +�� ��� ��' ����������
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• ����� �� �� 
����� '	) �� ������� ��� ��4� �� ��)�� �+ ��� 	���' ��	
��
	�
 ����� �� &��) ��2���
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.� �� ����� �� ��� �����#� �+ 	� �����
,������ ������� ���) 	 +�' �+ ���
����� )�, �	� ��	��� * ��) �� ����� ��	��� 	�� ��� ��	#������
 	�

��	�	#������
 ��22	�
�� '���� ��	��� )�, �� 
�/�� )�,� �'� ��22	�
�
	�
 ��	�� �	�	2���� &	�,�� �+ �#����� ��22	�
��

4�� ,��� &( 1���	'������ �� ��--���

��� ��22	�
 ��	� �&�� ,� ��� 	�����) �� 2	�� �,� �'� �	� ��� +����'��
+��2H ��	#������
���
��)n*���
������� '���� n �� ��� �,2��� �+ 	�,D
2����� 	�
 ��
����� �� '�	��&�� )�, '	�� ��� ��22	�
 �� 
�� <��� 	�� �'�
�#	2���� ��2��) �� 	����&�	�� ��22	�
� '��� ��� �	2��H

�	!���������������	����	�

�	!������������������������

��� /��� ���� ,� '���� �������	������ �� ,�
������ ��2������ ��� �����

���� ,� '���� ����8����������� �� ����� 	 2,������,2�� �� ������ 	 �	�,�	�
�� 	� 	��	) ��&����2���� ��	���� � ���,2�� 	�
 �������
�

��� �	��# ��2����� '��� ��� ��� )�, ,�� 	 �	2� ��	� �� 	���	
) ���� ,��
�
��� �#	2���� �+ )�, �����+) ��	#������
����������� )�, '��� �� 	 +	�	� �����
2���	� ����� ����� �� 	���	
) 	 ����� ��22	�
�

* ���	��
 ,�� �� '��� ��� ��22	�
 ��5,���� ��2� ����� �+ ��
�� �����
��
��� +����'�� �#	2���H

�	!��������9����������	����������	�4&+&6

���4 �+&6�����	���4L+L6�

	���������	� ��

:����� �� ,��
 �� ���,�� ��#� 2�
�;� 8�' �2�� ⇒ 	�
� �	&�� 
�/��

��� �2�� ��22	�
� '� �	� ,�� �� �� ����� ��' ��22	�
�� ��� �#	2����
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������� ⇒

√

��2� ��22	�
� 	�� �����/�	��) +�� 2	�� 2�
�� �,� '� '	�� ���2 ��
'��� �� 	�) 2�
�� ���� �� 	����&�
 �) ��� ��22	�
H �	����	�����
��
���4 �� ��� �#	2���� �����
�� ��	#������
��7��)�*�7=�<���� .+ '� 	��
	���	
) �� 2	�� 2�
�� �7���ZL� �� ����	��
 �) 7=��ZL� �� ���
,�� Gi+jO
�����'���� �+ �7���ZL� �� �����/�
 �� ��#� 2�
�� �� �� ����	��
 �) ;7=��ZL�;

�� �,� �� ���� 2	�� 2�
� /���� ��,�� '� �	� �����+) �7������������� ��
2	���� '���� 2�
� '� 	�� ��� 	�
 ���	�� ��� ������� ���,���

*������ ��	��� �� �	&� �,� �'� ��22	�
� �� +�� ����������)� �	����,�	��)
�+ ���	����� �,����� '� �	&� 	 ��) ���2� ���� ��� ���� ��
�� �+ 	 2	���#�
��2� 	,����� '���� N (A)� ��2� '���� ��$ A� 	�
 ����� 	�� ����� 2��� �)2����
������ ,��� �� �	� ������ ��� 	�
 
�/��

��	#������
��������	����	��������������0����

����� '� �	� '���� ����V!W �� ���	�� N :*; :	�
 '� �	� �� �� ��#� �� 2	��
2�
� '��� '� '���� ����;� ��2� �,�������� �	&� ����� �'� ���	����� �� '�
2,�� �� �	��+,� ��� �� �&����
� ���2 '��� �,��� * '	) �� 
� ���� �� �� ������
	 
�J����� �	2�� ���� ����� ���� 	

 �� ��� ���	2���H

�	!����������	�����������

	�
 �����+) ���	��� �� ��� 
��,2���� .+ )�, ���
 �� ,�� ��� �,�������E��
��2��) ��	�� ��� ��� ���� ��H

�	!����������	���������

:'���� ��� �,�������E� ��22	�
 �	2� �� ����;�
��� ���	2��� �	� ����2� &��) ��� 	� '� 	

 �,� ��22	�
�� �� ��

�� ,��+,� �� �,� ���2 �� 	 ���	�	�� /��� �	) �
	����	� :���� ��� ��	�

�,N#;� ����� '� ,�� ��� ������ ��22	�
 �� �	&� ��� �	��# ��2����� ��	

�� '����&�� �� �� ��	��
� .� �	����,�	�� ��� ���	2��� �+ ���� 
��,2��� ����	���
��� ��22	�
H

���������	���

:��� �,N# ��	� �� 	��,2�
�; -�J����� ��,��� /��� ��,�
 ��2��) ���,� ����
�	2� /��� �� 
,����	���� �+ '��� �� 	&��
�
�

4�� ,��� &( 6�-	� ����	� �� 6�-�	��

����� 	�� ��2�� '��� '� ���+�� ��2� �	2� ����� ��	� ��� 
�+	,��� �	��� ��
���'� ��� ��22�� �	2�� '� 2��� '	�� �� ��	��� ��� �#	2���� �� ����
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��,2��� ��� F�	��� �+ ��������G '	� ���	���
 �) �����+)�� ��� +����'��
�� ��� ���	2���H

�	�	!������������	������	������	 �� 0���	�����

�	��� ��H .�������� 8	2� �	�	2�����

��	� �� �� <�' �� �� �	���
 :��)'��
;
*����	�� �����������	

*����
�# ���	�������	

��	���� �����	����	

�������� ����	������	

.�
�# ���	����	

���� �+ ��,��� ���������	���	

���� �+ �	���� ��������	���	

�	�� �������	

6�+������� �	����	 �� ����	� ���	�
������	 �� ���� ��� ���� ���	��

0�, 2��� '	�� �� ��	�� ��� �,2����� �+ ��2� ��������� ��,����� ��
�	' 	� �#	2��� �+ ���� �� ��	��� ��� ��,����� +�� ��,2��	���� ����� :�� �$;�
��� ����	� +��2 ��

�	�	!����������	
�����������������

*������ �#	2��� �� �� ��	�� ������� �,2����� �� 	 ������ 
��,2���
��)��� ��� /��� ��&�� �+ 
�&����� �� 	��,2�
 �� �� 	 ��	����� �� ��� �,2�����
'��� �� ��
������������A�����������B� � � .+ )�, �	&� �� ��	������ �� '��� �,2���
��� /��� ������� 	� (��� �	��� ��� /��� ��&�� 
�&����� ��	����� '��� �&����2�
��� �,2����� ������2� �,� ��� +��2	� �+ ��	����� �� 
�J������ ��2��	� ��
	 ����� �	��� ��� 
��,2��� ��	�� 	� 	������ '��� 	��� ���&� ��� ������2�
����� ��� ������� �� ��� /��� ��&�� 
�&������ ���� 2��� ��� �� 	�������	�� 
,�
�� ����� �����
��	������ �,�� 	� ������� ��� 
��,2��� ���� 	 
	�	�	�� ,���
���	E
� '���� )�, '	�� �� �� �� ��,���
 	� 	 ������� ��� 	� 	� 	�������
��� '	) �� 
� ���� �� 	� +����'�H

���	���	��	�

�	�	!���������	�	������-�������-�	������

���	�����	�

��� �����
�� ��22	�
� ����	���	��	�� �� �� 2	�� ��� n ��	�	���� 	 �������
��� �,����
�� ��22	�
� ����	�����	�� �������� n �� ��� �����	� 2�	���
:�: �� +�� ����	�� ��	���� �5,	� �� 	��,� � ��	���;�
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��� ��	#	�������	�� ��22	�
 ��	���� ,� �� 
�/�� �,� �'� ��&����2�����
	�
 ��� ��	�	#	�������	�� ��22	�
 ��	���� ,� �� ��&��� 	� �#����� ��&�D
���2���� ���) �	&� ��� �	2� �)��	#H

�	!	�������	��������=n>������������
�	�	!	�������	��������=n>������������

'���� �
� �� ��� �	2� �+ ��� ��&����2���� n W �,2��� �+ 	�,2���� :�2��
)D* +�� n = 0;� ��	�� �� '�	� �� �#��,��
 ,��� ������� ��� ��&����2���� 	�

��� �� '�	� �� �#��,��
 ,��� ��	&�� ��� ��&����2���� ��� �#	2���� ���
+����'�� ���	��� 	 ����" ��&����2���H

��	#	�������	���������

���	����������	��� ��	����
	����������

���	� ��	�������	�����"�������4 � 9 �	��� �����

�����������	��������������

�	�
�
	�����������	�
�������	��� � 9 	�
 �����

�����

��	����������

N����( ������	 �
��� ����	��	��

'���( ��	 ��	��	� �����#��

�	�
�������

���
,���H

�	��
� ������ �,����� � � �
��,�� ��� ������2 +����'��

4�� ,��� &( ������ �� ���
��

��� 
�+	,�� 2	���� 	�
 ��	��� 	�� ��� '��� �,�����+,� &	�,��� 	�
 )�,
'��� ,�,	��) ��� ���
 �� ��	�� ���2� ���� )�, 
�� ��'�&��� ���) �	�
�� ��	��
 �) ������ ����	�� �	�	2����� �� ��� ���	2���� ��� 2	����
�+ ��� 
��,2��� 	�� ���������
 �) ��� �	�	2����� ���'� �� ��,�� $� 	�


�������
 �� �	��� ��� :��� �	��� �� +�� ���&������ +	�����O �� �	����,�	��
� �� W !���! ���;

��� �#	2���� �+ '� 	�� ,��� 81
2 × 11 �	���� ��� �,����� ������� :���'�

�� �	��� ��; ���	� 
�'� ��� ����4���	� �	��� 	� +����'�H
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����� ���� �	
� ��� ���� �	
�

�� �	� �����	�� ��� ��#� '�
�� �) ������ ��	��#�
��@���	�� �� ���
���	2���� ��� �#	2���� ��	��#�
��@R�� �����	��� ��� ��#� '�
�� �� � �������
��� ��
) �#�	�
� �� ��� ���� ,����� '� 	��� ��	�� ��

��
	�������
�	��� ������� �	� �� ��	��&�O +�� �#	2���� '� �	��� ��� ��
) � ���� �)
�����+)�� ����������@���� �� ��� ���	2���� ���� 2��� �� 	���2�	���
 �)
�����	��� ��� ��#� ������ ��� 	������� �	��	� ���&�
�� �	�) �����/�	�����
+�� �	� �	)�,��

��� ������	B 	�
 ������	B ��22	�
� ���&�
� 	 ��	� 
�	� �+ �������
�&�� ����4���	� 	�
 &�����	� ��	���� ��������&��)� �� 2��� '	�� ��2� ���	�
������� �� 2	�� ����	��
 ,�� �+ ����� ,�������	�)� �	��� �� ����� ��2� )�,
�	� ��� '��� ��� ��	��	���� ��22	�
� ���'�� ����� 
�+	,�� &	�,�� :,��

�� ���� 
��,2���;�
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�	��� ��H �	��� �	�	2�����

�,�����
�	�	2���� ������† ��	���
��������� �(�(�� ��	�� ���'��� �����2 �+ ��
) 	�
 ��� �+

+�����
��	�
�	� ���(�� ��	�� ���'��� �����2 �+ ��	
�� 	�
 ��� �+

��
)
��	�
�	���� ���(�� ����� �+ ��	
��
������	� (�(�� ����4���	� �J��� �� 	

 �� ��
���	���� �+

��
)
��

��
	������ �!�(�� �#��	 ��	�� 	

�
 	� ��+� :	������ ���)

�� �

 �,2����
 �	�� �+ ��� ��)�� ��
�'�D��
�
� �� '���� �	�� ����� �� 	��� 	�
\	�	���
	������ �	�	2����;

����	��	���� !1��1�111�� ����� �+ ��� �	���
����	�#�
�� �����1��� '�
�� �+ ��� �	���
��	���	���� �!(�1������ ����� �+ ��� ��
)
��	��#�
�� �1(�(�� '�
�� �+ ��� ��
)
���������� �!�(�� ��	�� 	

�
 ��+��� ��� ��� �+ ��� ��	
��
������	� (�(�� &�����	� �J��� �� 	

 �� ��
���	���� �+ ��
)
†������
 ,��� ���	�
�
�����

�	��� ��H ��	��� �	�	2�����

�	�	2���� ��	���
��	��	� ��	�� 	

�
 �� ����	� ���'��� ���2� �� 	 �����
������	�� ��
���	���� 	� ������� �+ �	�	�	���
����	� ��	�� ���'��� �	�	�	��� �� ��� �	2� ���2 �+ 	 �����
������� ��	�� ���'��� �	�	�	����

.� ��� �	�� �+ ���� �	�	2������ ���) 2,�� �� ��� 	+��� ������� ��� ����
��&����2���� :-�+	,��� 	�� �������
 	+��� ��	&���; ��� �#	2���� ��� ����� ��
U��� :�� ��; 	�� ��	��
 �) 
�+	,�� &	�,��� <��� �� '�	� �	����� '��� '�
��	�� ���	��	�H

• ��� 
�+	,�� &	�,� �+ ���	��	� �� ��(�� ��,� ����� 2��,� ��(��� 	�
 .
�	&� �	&�
 �� �)H ��	��	��������	���������	��	���

• ��� ��� 	��&� ��	��� ���'��� ���2�� ��	� )�, ��� ��#� �� '���
��	��	��������	��	���D����
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• ��	� )�, ��� ��#� �� '��� ��	��	��������	��	����D����

• 8�#� �� �	�� �� ���2	� �) ��	��	��������	��	������	������

• �� 	�� �	�� �� ���2	� '��� ���	��	� W ��(�� ��,� ����� 2��,� ��(���

��,�� $� ���'� �'� ��,2��	�� ������ &	�)�� �) ��� &	�,� �+ ���	��	��

�� ��� ��� �������

\���	������\���������F���
���� ����� ������������1��

�� ��� ��� � ����� ��	�� �	 ���

���� 	
��

�� ��� ��� �������

\���	������\��������������
���� ����� ������������1��

�� ��� ��� � ������� ��	� ��� ����
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��,�� $�H 3	�)�� ���	��	� �� ������� ���2 ��	��� �� 	 ����

��,��� $� 	�
 $! ���' ��� �������	���� �+ 	� 	��	) '��� 	 �D���,2� ��
�,� ����4���	� ��	�� ���'��� ��� ����� �'� ���,2��� 8��� ��' �������
 ��
��� �� '� '	�� �� �����	�� ��� &�����	� ��	����

�� �������

%��	���B���	�

�!��!(N� I �N) S ��
������������
���	�
 �N)

?? ���N) � I �N� S ��
������������
���	�
 �N� ��

�OC(N� J �N� S ��
������������
���	�
 �N�

?? ���N) ) V �N) S ��
������������
���	�
 �N)

�����

%�

��

��,�� $�H *��	) '��� ��#�
 ��
�� ���,2� ��,��� :6��,�� �� ��,�� $!;

B xB = bN + 1
2
θδbN πNB = cB + 1

2
θδcB

B∗xB > bB + 1
2
θδbB πNN < cN + 1

2
θδcN

��,�� $!H *��	) '��� ��#�
 ��
�� ���,2� 6��,�� :��,��� �� ��,�� $�;

<��� �� ��� ���� ��	���H ��	�	#������
���������	�������8�
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